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Αpiαγορεύεται η αντιγραφή, η αpiοθήκευση σε αρχείο piληροφοριών, η διανομή, η ανα-
piαραγωγή, η μετάφραση ή μετάδοση της piαρούσας εργασίας, εξ ολοκλήρου ή τμήματος
αυτής, για εμpiορικό σκοpiό, υpiό οpiοιαδήpiοτε μορφή και με οpiοιοδήpiοτε μέσο εpiικοινω-
νίας, ηλεκτρονικό ή μηχανικό, χωρίς την piροηγούμενη έγγραφη άδεια του συγγραφέα.
Εpiιτρέpiεται η αναpiαραγωγή, αpiοθήκευση και διανομή για σκοpiό μη κερδοσκοpiικό, εκ-
piαιδευτικής ή ερευνητικής φύσης, υpiό την piροϋpiόθεση να αναφέρεται η piηγή piροέλευσης
και να διατηρείται το piαρόν μήνυμα. Ερωτήματα piου αφορούν στη χρήση της εργασίας
για κερδοσκοpiικό σκοpiό piρέpiει να αpiευθύνονται piρος το συγγραφέα.
Η έγκριση της piαρούσας διδακτορικής διατριβής αpiό τη Σχολή Εφαρμοσμένων Μαθη-
ματικών και Φυσικών Εpiιστημών του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου δεν υpiοδηλώνει
αpiοδοχή των αpiόψεων του συγγραφέα (Ν. 5343/1932, ΄Αρθρο 202).
Η piαρούσα διδακτορική διατριβή χρηματοδοτήθηκε με υpiοτροφία
αpiό τον Ειδικό Λογαριασμό Κονδυλίων και ΄Ερευνας του Εθνικού Με-
τσόβιου Πολυτεχνείου.
Περίληψη
Σκοpiός της piαρούσας διδακτορικής διατριβής είναι η μελέτη του αντίστροφου εσωτερι-
κού piροβλήματος διαpiερατότητας (inverse transmission eigenvalue problem), δηλαδή
του piροσδιορισμού του δείκτη διάθλασης ενός μη ομογενούς μέσου αpiό τις ιδιοτιμές
διαpiερατότητας (transmission eiegenvalues). Βασιζόμενοι σε γνωστά αpiοτελέσματα για
την piερίpiτωση όpiου ο δείκτης διάθλασης είναι σφαιρικά συμμετρικός και C2 συνάρτηση,
διατυpiώνουμε το αντίστροφο φασματικό piρόβλημα για τον δείκτη διάθλασης με ασυ-
νέχειες. Διερευνάμε την ασυμpiτωτική συμpiεριφορά των ιδιοσυναρτήσεων για μεγάλες
τιμές της φασματικής piαραμέτρου, και μελετάμε την εξάρτησή τους αpiό την ασυνέχεια.
Αpiοδεικνύουμε ότι ο ασυνεχής δείκτης μpiορεί να piροσδιοριστεί μοναδικά αpiό τη γνώση
όλων των ιδιοτιμών διαpiερατότητας, χωρίς piεριορισμούς στη θέση της ασυνέχειας.
Στη συνέχεια, piροτείνουμε μία αριθμητική μέθοδο για τον υpiολογισμό των ιδιοτιμών δια-
piερατότητας. Υιοθετούμε μία μέθοδο τύpiου Galerkin η οpiοία βασίζεται στη μεταβολική
διατύpiωση του piροβλήματος. Με την κατάλληλη αναpiαράσταση του piροβλήματος ως
ένα piρόβλημα τελεστών αpiοδεικνύουμε τη σύγκλιση της μεθόδου. ΄Εpiειτα, ορίζουμε το
αντίστροφο piρόβλημα διαpiερατότητας και δείχνουμε ότι το piρόβλημα μpiορεί να θεωρηθεί
ως ένα αντίστροφο τετραγωνικό piρόβλημα ιδιοτιμών (inverse quadratic eigenvalue pro-
blem). Μελετάμε την piερίpiτωση του σφαιρικά συμμετρικού και κατά τμήματα σταθερού
δείκτη διάθλασης και δείχνουμε ότι ένας σχετικά μικρός αριθμός ιδιοτιμών εpiαρκεί για
τις ανακατασκευές. Εpiίσης εισάγουμε έναν αλγόριθμο τύpiου Newton για ανακατασκευές
στη γενική piερίpiτωση του κατά τμήματα σταθερού δείκτη διάθλασης. Η μέθοδός μας
συνοδεύεται αpiό piαραδείγματα.
Ανακεφαλαιώνοντας, σκοpiός μας είναι να μελετήσουμε το ασυνεχές piρόβλημα διαpiε-
ρατότητας εστιάζοντας στο κατά piόσο η ύpiαρξη ασυνεχειών εpiιδρά στο αντίστροφο
piρόβλημα. Κίνητρο για την εργασία μας είναι το αντίστροφο piρόβλημα της εύρεσης
ιδιοτήτων υλικών με διαστρωματώσεις, το οpiοίο έχει εφαρμογή στο μη καταστροφικό
έλεγχο και την αναγνώριση αντικειμένων.

Abstract
The main object of this thesis is the investigation of the inverse transmission eigenvalue
problem, that is the determination of the refractive index of an inhomogeneous medium
from transmission eigenvalues. Using some known results for the case where the
refractive index is a radially symmetric and C2 function, we introduce the corresponding
interior transmission eigenvalue problem for a discontinuous refractive index. We
examine the asymptotic properties of the eigenfunctions for large values of the spectral
parameter, and investigate their dependence upon the discontinuity. We prove that
the discontinuous refractive index is uniquely determined from the knowledge of all
transmission eigenvalues, with no restrictions on the position of the discontinuity.
Furthermore, we propose a numerical method to compute transmission eigenvalues.
We adopt a Galerkin-type method which is based on the variational formulation of the
problem. Using a proper operator representation we show convergence of the method.
We define the inverse transmission problem and show that numerically the problem
can be considered as an inverse quadratic eigenvalue problem. We investigate the case
of a spherically symmetric and piecewise constant refractive index and show that a
small number of eigenvalues is sufficient for the reconstructions. We also introduce
a computational method based on a Newton-type algorithm for reconstructions of
arbitrary piecewise constant index from transmission eigenvalues. We illustrate our
method with several examples.
Particularly, our aim is to study the properties of the discontinuous transmission
eigenvalue problem and examine how the presence of a discontinuity affect the inverse
problem. Our work has been motivated by the inverse problem of recovering material
properties of a medium with layers with applications in non-destructive testing and
target identification.
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1Εισαγωγή
Σε αυτό το εισαγωγικό κεφάλαιο piαρουσιάζουμε τις βασικές ιδέες των ευθέων και α-
ντίστροφων φασματικών piροβλημάτων και δίνουμε ορισμένα κίνητρα αpiό τη σκοpiιά του
φυσικού piροβλήματος για τη μελέτη μας. Εισάγουμε τον αναγνώστη στην piεριοχή της
αντίστροφης σκέδασης και διατυpiώνουμε ένα ειδικό piρόβλημα ιδιοτιμών, το εσωτερι-
κό piρόβλημα διαpiερατότητας (interior transmission eigenvalue problem). Στο τέλος
piαραθέτουμε μία σύνοψη της piαρούσας διατριβής.
Περιεχόμενα
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2 1. Εισαγωγή
1.1 Ευθέα και αντίστροφα φασματικά piροβλήματα
Ως φασματικά piροβλήματα, ονομάζουμε εν γένει τη μελέτη των ταλαντώσεων ή δονήσεων
φυσικών συστημάτων όpiως χορδές ή μεμβράνες, μηχανικά συστήματα, άτομα ή μόρια κτλ.
Το ευθύ φασματικό piρόβλημα ορίζεται ως η εύρεση των συχνοτήτων των ταλαντώσεων
του συστήματος για το οpiοίο όλες οι φυσικές ιδιότητες είναι γνωστές. Το αντίστροφο
φασματικό piρόβλημα αpiοτελεί τον piροσδιορισμό κάpiοιων αpiό τις άγνωστες ιδιότητες
του συστήματος έχοντας ως δεδομένα τις φυσικές συχνότητες ταλάντωσης.
Αpiό μαθηματική σκοpiιά, με τα αντίστροφα φασματικά piροβλήματα θέλουμε να piροσ-
διορίσουμε τους συντελεστές μίας διαφορικής εξίσωσης αpiό τη γνώση των ιδιοτιμών,
δηλαδή των φασματικών τιμών του αντίστοιχου διαφορικού τελεστή. Η piρώτη συστη-
ματική μελέτη των φασματικών ιδιοτήτων του διαφορικού τελεστή
`y := −y′′ + q(x)y = 0
έγινε αpiό τους Sturm και Liouville το 1836 και το αντίστοιχο αντίστροφο φασματικό
piρόβλημα αpiό τον Ambartsumyan το 1929, (για piερισσότερες piληροφορίες piαραpiέμpiου-
με στα [26, 45, 79]).
Παράδειγμα 1.1.1. (piρόβλημα ιδιοτιμών Sturm-Liouville, [63])
Θεωρούμε μία χορδή μήκους L με κατανομή piυκνότητας ρ = ρ(x) > 0, 0 ≤ x ≤ L
η οpiοία piαραμένει ακίνητη στα άκρα x = 0 και x = L. Αν μία εξωτερική δύναμη
θέσει σε κίνηση τη χορδή, τότε piαράγονται τόνοι λόγω των ταλαντώσεων. ΄Εστω u(x, t)
η εγκάρσια μετατόpiιση στο σημείο x τη στιγμή t. Τότε η u ικανοpiοιεί την κυματική
u(x, t)
x
x = 0 x = L
Σχήμα 1.1: Η ταλαντούμενη χορδή
εξίσωση:
ρ(x)∂
2u(x, t)
∂x2
= ∂
2u(x, t)
∂t2
, 0 < x < L, t > 0
με συνοριακές συνθήκες
u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0.
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Μία piεριοδική μετατόpiιση της μορφής
u(x, t) = y(x)[a cos kt+ b sin kt]
με συχνότητα k ονομάζεται θεμελιώδης τόνος. Συμpiεραίνουμε ότι το u εpiιλύει το piρόβλη-
μα συνοριακών τιμών αν και μόνο αν τα y και k ικανοpiοιούν το piρόβλημα ιδιοτιμών
Sturm-Liouville: {
y′′(x) + k2ρ(x)y(x) = 0, 0 < x < L
y(0) = y(L) = 0.
Για το ευθύ piρόβλημα υpiοθέτουμε ότι το ρ(x) είναι γνωστό και θέλουμε να υpiολογίσου-
με τις ιδιοσυχνότητες k και τις αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις. Το αντίστροφο piρόβλημα
είναι ο piροσδιορισμός της κατανομής piυκνότητας ρ(x) αpiό μετρήσεις των συχνοτήτων
k. Αυτό το piρόβλημα σχετίζεται με το piαρακάτω ζήτημα μοναδικότητας: ῾῾ ΄Ενα δεδο-
μένο σύνολο συχνοτήτων αντιστοιχεί σε μία κατανομή μάζας κατά μοναδικό τρόpiο;᾿᾿. Η
αpiάντηση σε αυτό το ερώτημα δεν είναι τόσο αpiλή και εν γένει ένα φάσμα δεν αρκεί για
τον piροσδιορισμό του ρ(x), [26].
Παράδειγμα 1.1.2. (Σκέδαση αpiό δυναμικό, [26])
Θεωρούμε τη σκέδαση ενός μη σχετικιστικού σωματιδίου αpiό μία κεντρική δύναμη ή
τη σκέδαση μεταξύ δύο σωματιδίων, και χρησιμοpiοιούμε τη χρονοεξαρτημένη εξίσωση
Schrödinger:
i
∂Ψ(t)
∂t
=H Ψ(t),
όpiου η Χαμιλτονιανή δίνεται αpiό το άθροισμα κινητικής και δυναμικής ενέργειας:
H = −∆ + V.
΄Αμα piεριοριστούμε στη χρονοανεξάρτητη εξίσωση Schrödinger σε μία διάσταση έχουμε
−u′′ + V (x)u = Eu,
όpiου το E αντιστοιχεί σε μία συγκεκριμένη ενεργειακή κατάσταση για το u(x) το οpiοίο
είναι το piλάτος στο σημείο x. Η piοσότητα
∫ x+δx
x
|u(x)|2dx
αντιστοιχεί στην piιθανότητα να βρεθεί το σωματίδιο μεταξύ x και x + δx. Για την
piερίpiτωση όpiου το διάστημα είναι φραγμένο, η σταθερά E μpiορεί να λάβει μία διακριτή
ακολουθία τιμών {En}, το οpiοίο σημαίνει ότι δεν είναι δυνατόν να φτάσει το σύστημα σε
οpiοιαδήpiοτε ενεργειακή κατάσταση. Το αντίστροφο φασματικό piρόβλημα σε αυτή την
piερίpiτωση είναι δεδομένων των δυνατών ενεργειακών καταστάσεων να βρεθεί το άγνωστο
δυναμικό και κατά συνέpiεια να piροσδιοριστούν τα piοιοτικά χαρακτηριστικά της δύναμης
piου οδήγησε στη σκέδαση.
Υpiάρχει μία ευρεία βιβλιογραφία σχετικά με την εpiίλυση αντίστροφων φασματικών piρο-
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βλημάτων, για piαράδειγμα σε ταλαντώσεις διακριτών συστημάτων με εφαρμογές στη μη-
χανική [50]. Τα piερισσότερα piροβλήματα αυτής της κατηγορίας, όpiως και τα piαραpiάνω
piαραδείγματα βασίζονται στον αυτοσυζυγή χαρακτήρα των piροβλημάτων. Με μαθημα-
τικούς όρους αυτό σημαίνει ότι οι αντίστοιχοι διαφορικοί τελεστές είναι αυτοσυζυγείς
και άρα έχουν ένα άpiειρο και διακριτό φάσμα αpiό piραγματικές ιδιοτιμές. Αυτό το γεγο-
νός είναι piολύ σημαντικό στις εφαρμογές όpiου μόνο piραγματικά δεδομένα (συχνότητες)
μpiορούν να μετρηθούν.
1.2 Αντίστροφη σκέδαση και ιδιοτιμές διαpiερατότητας
Σε αυτή την piαράγραφο, piαρουσιάζουμε μία εισαγωγή στη μαθηματική θεωρία σκέδασης
για μη ομογενή μέσα. Το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας εμφανίζεται στη θεωρία
σκέδασης ως ένα ειδικό piρόβλημα ιδιοτιμών piου σχετίζεται με μη σκεδαζόμενα κύματα.
Στη συνέχεια δείχνουμε piως οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας μpiορούν να χρησιμοpiοιηθούν
για το αντίστροφο piρόβλημα της εύρεσης του σχήματος και των ιδιοτήτων ενός σκεδα-
στή.
1.2.1 Το piρόβλημα σκέδασης
Εξετάζουμε το piρόβλημα σκέδασης αpiό ένα μη ομογενές και ανισότροpiο μέσο το οpiοίο
έχει φραγμένο και αpiλά συνεκτικό φορέα D ⊂ Rd, d = 2, 3, ο οpiοίος υpiοθέτουμε
ότι έχει σύνορο ∂D με ομαλότητα Lipschitz. Παρουσιάζουμε μόνο τις βασικές ιδέες
της θεωρίας σκέδασης piου είναι αpiαραίτητες για την εργασία μας και piαραpiέμpiουμε
στις μονογραφίες [12, 15, 22, 30, 63] για piερισσότερες λεpiτομέρειες και αpiοδείξεις. Οι
φυσικές ιδιότητες του μέσου piεριγράφονται αpiό τη φραγμένη συνάρτηση n ∈ L∞(D)
και αpiό μία συνάρτηση-piίνακα A ∈ L∞(D,Cd×d). Θεωρούμε ότι ο A είναι συμμετρικός
έτσι ώστε ξIm(A(x))ξ ≤ 0 για κάθε ξ ∈ Cd και εpiίσης Re(n(x)) > 0, Im(n(x)) ≥ 0.
Το piρόβλημα σκέδασης για ένα piροσpiίpiτον κύμα ui το οpiοίο ικανοpiοιεί την εξίσωση
Helmholtz ∆ui + k2ui = 0, στο Rd είναι το ακόλουθο:
Να βρεθεί το ολικό piεδίο u = ui + us έτσι ώστε:
∆u+ k2u = 0 στο Rd \D, (1.2.1)
∇ ·A(x)∇u+ k2n(x)u = 0 στο D, (1.2.2)
u+ = u− στο ∂D, (1.2.3)(
∂u
∂ν
)+
=
(
∂u
∂νA
)−
στο ∂D, (1.2.4)
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lim
r→∞ r
d−1
2
(
∂us
∂r
− ikus
)
= 0 (1.2.5)
όpiου το ν είναι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο σύνορο, k > 0 είναι ο κυματάριθμος,
us είναι το σκεδαζόμενο piεδίο και r = |x|. Η συνθήκη (1.2.5) ονομάζεται συνθήκη
ακτινοβολίας του Sommerfeld και μας εξασφαλίζει ότι το κύμα είναι εξερχόμενο και ισχύει
ομοιόμορφα για xˆ := x/|x|. Εpiίσης συμβολίζουμε ως f± τα όρια f± := limh→0 f(x ±
hν), h > 0 για x ∈ ∂D και εpiίσης
∂u
∂νA
:= ν ·A(x)∇u, x ∈ ∂D.
Το piρόβλημα σκέδασης (1.2.1)-(1.2.5) εpiιδέχεται μοναδική λύση στον χώρο C2(Rd). Η
εφαρμογή της μεταβολικής μεθόδου [12] εξασφαλίζει ύpiαρξη λύσης στον ῾῾μεγαλύτερο᾿᾿
χώρο u ∈ H1loc(Rd) όpiου
H1loc(Rd)=
{
u ∈ L2(K) : έτσι ώστε ∇u ∈
(
L2(K)
)d
, για κάθε μpiάλα K = K(0, R)
}
υpiό την piροϋpiόθεση ότι ξRe(A(x))ξ ≥ |ξ|2 > 0 για κάθε ξ ∈ Cd σχεδόν piαντού στο
D.
ui
us
D
n(x), A(x)
Σχήμα 1.2: Σκέδαση αpiό μη ομογενές μέσο
Το ευθύ piρόβλημα σκέδασης στο R3 μοντελοpiοιεί τη διάδοση αρμονικών ακουστικών
κυμάτων συχνότητας ω σε ένα μη ομογενές μέσο όpiου k = ω/c0 είναι ο κυματάριθμος
και c0 η ταχύτητα του ήχου στο ομογενές μέσο. Ο δείκτης διάθλασης ορίζεται ως:
n(x) := c
2
0
c2(x) , x ∈ R
3, (1.2.6)
όpiου c(x) είναι η ταχύτητα του ήχου στο μέσο και n(x) = 1, για x ∈ R3 \ D. Σε
αpiορροφητικό μέσο ο δείκτης διάθλασης είναι μιγαδική συνάρτηση.
Το ευθύ piρόβλημα σκέδασης στο R2 μοντελοpiοιεί τη σκέδαση αρμονικών ηλεκτρομα-
γνητικών κυμάτων αpiό έναν αpiείρου μήκους κύλινδρο όpiου το αντίστοιχο (ηλεκτρικό
ή μαγνητικό) piεδίο είναι piολωμένο piαράλληλα στον άξονα του κυλίνδρου. Αυτό το μο-
ντέλο αpiοτελεί μία ειδική piερίpiτωση του τρισδιάστατου διανυσματικού piροβλήματος των
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εξισώσεων Maxwell. Στην piερίpiτωση piου εξετάζουμε, το D είναι η διατομή του κυλίν-
δρου, για την οpiοία το A και το n σχετίζονται με την ηλεκτρική διαpiερατότητα ε(x) και
τη μαγνητική διαpiερατότητα µ(x) αντίστοιχα. Το ομογενές χωρίο θεωρείται μη αγώγιμο
με σταθερή ηλεκτρική και μαγνητική διαpiερατότητα ε0 και µ0 αντίστοιχα. Ο κυματάριθ-
μος δίνεται αpiό τη σχέση k = ω√ε0µ0, όpiου ω > 0 είναι η συχνότητα του αρμονικού
ηλεκτρομαγνητικού κύματος.
Το ιδιαίτερο ενδιαφέρον εστιάζεται στο αντίστροφο piρόβλημα σκέδασης δηλαδή τον
piροσδιορισμό του σχήματος και των φυσικών ιδιοτήτων του άγνωστου μη ομογενούς
μέσου (n(x) και A(x)) αpiό μετρήσεις του ολικού piεδίου u μακρυά αpiό τον σκεδαστή,
για διάφορα piροσpiίpiτοντα piεδία ui και κυματάριθμους k. Το αντίστροφο piρόβλημα είναι
μη γραμμικό και μη καλά τοpiοθετημένο υpiό την έννοια ότι μικρές διαταραχές στις με-
τρήσεις μpiορούν να δημιουργήσουν μεγάλα σφάλματα στην ανακατασκευή του σκεδαστή.
Παρόλα αυτά, το αντίστροφο piρόβλημα έχει piολλές εφαρμογές στην τομογραφία, τη σει-
σμική ή ηλεκτρομαγνητική διασκόpiηση, την ιατρική αpiεικόνιση και τον μη καταστροφικό
έλεγχο υλικών.
Στη συνέχεια, θα piεριοριστούμε στην piερίpiτωση όpiου το μέσο είναι ισότροpiο δηλαδή
A = I. Το piρόβλημα σκέδασης (1.2.1)-(1.2.5) αpiλοpiοιείται στην piαρακάτω μορφή:
∆u+ k2u = 0 στο Rd \D, (1.2.7)
∆u+ k2n(x)u = 0 στο D, (1.2.8)
u+ = u− στο ∂D, (1.2.9)(
∂u
∂ν
)+
=
(
∂u
∂ν
)−
στο ∂D, (1.2.10)
lim
r→∞ r
d−1
2
(
∂us
∂r
− ikus
)
= 0. (1.2.11)
1.2.2 Το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας
Θέτουμε την piαρακάτω ερώτηση:
῾῾Υpiάρχουν piροσpiίpiτοντα piεδία ui τέτοια ώστε το σκεδαζόμενο us να είναι ταυτοτικά
μηδέν;᾿᾿
Η αpiάντηση σε αυτό το ερώτημα μας οδηγεί στο εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας.
Για να γίνουμε piιο σαφείς, υpiοθέτουμε ότι το piροσpiίpiτον piεδίο είναι ένα εpiίpiεδο κύμα
της μορφής ui(x) = eikx · θˆ όpiου θˆ είναι το μοναδιαίο διάνυσμα το οpiοίο είναι piαράλληλο
στη διεύθυνση διάδοσης. Σε αυτή την piερίpiτωση, το αντίστοιχο σκεδαζόμενο piεδίο
ικανοpiοιεί την ασυμpiτωτική σχέση [30]:
us(x) = eikrr− d−12 u∞(xˆ) + Ο
(
r−
d+1
2
)
, στο Rd, d = 2, 3, (1.2.12)
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για r = |x| → ∞ και ομοιόμορφα για xˆ = x/|x|. Συμβολίζουμε με Ω την (d − 1)-
διάστατη σφαίρα Ω = {x ∈ Rd : |x| = 1}. Το piλάτος σκέδασης u∞ : Ω → C ορίζεται
ως
u∞(xˆ) :=
k2
4pi
∫
Rd
(n(y)− 1) e−ikxˆ · yu(y)dy xˆ ∈ Ω. (1.2.13)
και είναι αναλυτική συνάρτηση στο Ω. Το piλάτος σκέδασης με τη σειρά του ορίζει τον
τελεστή piλάτους σκέδασης F : L2(Ω)→ L2(Ω)
(Fg) (xˆ) :=
∫
Ω
u∞(xˆ; θˆ)g(θˆ)ds(θˆ) xˆ ∈ Ω, (1.2.14)
όpiου θˆ είναι η διεύθυνση piρόσpiτωσης και xˆ η διεύθυνση piαρατήρησης. Μία ειδική
οικογένεια κυματοσυναρτήσεων, οι κυματοσυναρτήσεις Herglotz, ορίζονται ως:
vg(x) :=
∫
Ω
eikx · θˆg(θˆ)ds(θˆ), g ∈ L2(Ω), x ∈ Rd, d = 2, 3. (1.2.15)
Τα μη σκεδαζόμενα κύματα σχετίζονται με το piαρακάτω piρόβλημα ιδιοτιμών:
Εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας:
Να βρεθούν τα k > 0 και v, w ∈ C2(D) ώστε:
∆w + k2n(x)w = 0 στο D, (1.2.16)
∆v + k2v = 0 στο D, (1.2.17)
w = v στο ∂D, (1.2.18)
∂w
∂ν
= ∂v
∂ν
στο ∂D. (1.2.19)
Οι τιμές του k για τις οpiοίες υpiάρχει μία μη τετριμμένη λύση (v, w) του (1.2.16)-(1.2.19)
ονομάζονται ιδιοτιμές διαpiερατότητας.
Αυτό το piρόβλημα ιδιοτιμών piροτάθηκε αρχικά αpiό τον Kirsch [65], κατά τη μελέτη
του τελεστή piλάτους σκέδασης. Λίγα χρόνια αργότερα, οι Colton και Monk [37] χρη-
σιμοpiοίησαν το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας για την εpiίλυση του αντίστροφου
piροβλήματος σκέδασης σε μη ομογενές μέσο. Παρακάτω, θα δείξουμε αναλυτικά ότι
το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας είναι μη αυτοσυζυγές και η μελέτη του δεν κα-
λύpiτεται αpiό την κλασική φασματική θεωρία για ελλειpiτικούς διαφορικούς τελεστές.
Προς στιγμή, υpiοθέτουμε ότι οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας υpiάρχουν και σχηματίζουν
ένα διακριτό σύνολο. Αυτά τα ζητήματα θα συζητηθούν αναλυτικά στη συνέχεια.
Γενικά δεν είναι δυνατόν να κατασκευάσουμε ένα piροσpiίpiτον piεδίο το οpiοίο δεν σκέδάζε-
ται. Παρόλα αυτά, λόγω της piυκνότητας των συναρτήσεων Herglotz στον χώρο των
λύσεων της εξίσωσης Helmholtz στο D [31], καταλήγουμε ότι εάν το k είναι μία ιδιοτιμή
διαpiερατότητας piου αντιστοιχεί σε ένα μη τετριμμένο ζεύγος λύσεων (v, w) τότε για
ε > 0 υpiάρχει μία συνάρτηση Herglotz piου piροσεγγίζει το v κατά ε και το αντίστοιχο
σκεδαζόμενο piεδίο είναι ε-μικρό, στην L2(D)−νόρμα. Σημειώνουμε εpiίσης ότι εάν το
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n είναι ταυτοτικά ίσο με 1 τότε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας εκφυλίζεται.
Πράγματι, σε αυτή την piερίpiτωση κάθε k ∈ C είναι ιδιοτιμή και άρα κάθε piροσpiίpiτον
piεδίο δε θα σκεδάζεται.
Το piαρακάτω θεώρημα συνδέει το piότε ο τελεστής piλάτους σκέδασης είναι 1− 1 με το
εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας [30, θεώρημα 8.9], ενώ ένα αντίστοιχο αpiοτέλεσμα
για την ανισότροpiη piερίpiτωση βρίσκεται στο [12, θεώρημα 6.2].
Θεώρημα 1.2.1. Ο τελεστής piλάτους σκέδασης F : L2(Ω)→ L2(Ω) piου αντιστοιχεί
στο piρόβλημα (1.2.7) − (1.2.11) είναι 1 − 1 και έχει piυκνό σύνολο τιμών αν και μόνο
αν το k2 δεν είναι ιδιοτιμή διαpiερατότητας για το (1.2.16) − (1.2.19), έτσι ώστε η μη
τετριμμένη λύση v να είναι της μορφής Herglotz (1.2.15).
Μία εφαρμογή του piαραpiάνω θεωρήματος είναι για το αντίστροφο piρόβλημα της εύρεσης
του άγνωστου σχήματος του σκεδαστή, μέσω της Γραμμικής Μεθόδου Δειγματοληψίας
(Linear Sampling Method), η οpiοία εισήχθη piρώτη φορά αpiό τους Colton και Kirsch
[28]. Σκοpiός αυτής της μεθόδου είναι η ανακατασκευή του φορέα του μη ομογενούς
μέσου αpiό τη γνώση του piλάτους σκέδασης του σκεδαζόμενου piεδίου. Αυτή η μέθοδος
βασίζεται στην εpiίλυση μίας γραμμικής ολοκληρωτικής εξίσωσης 1ου είδους και έpiειτα τη
χρήση της λύσης της ως δείκτριας συνάρτησης για την ανακατασκευή του συνόρου του
σκεδαστή. Πιο συγκεκριμένα, υpiοθέτουμε ότι γνωρίζουμε ένα σύνολο λύσεων u∞(xˆ, θˆ)
για ένα εύρος κυματάριθμων, το οpiοίο συνεpiάγεται τη γνώση του τελεστή piλάτους
σκέδασης F . Ορίζουμε την εξίσωση piλάτους σκέδασης:
(Fg) (xˆ) = Φ∞(xˆ, z) (1.2.20)
όpiου το Φ∞(xˆ, z) το piλάτος σκέδασης piου αντιστοιχεί στη θεμελιώδη λύση Φ(x, z) της
εξίσωσης Helmholtz:
Φ(x, z) := e
ik|x−z|
4pi|x− z| στο R
3
Φ(x, z) := i4H
(1)
0 (k|x− z|) στο R2
και H(1)0 είναι η συνάρτηση Hankel μηδενικής τάξης.
Προκειμένου να λύσουμε την εξίσωση (1.2.20), ορίζουμε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiε-
ρατότητας με μη ομογενείς συνθήκες διαpiερατότητας στο σύνορο:
Μη ομογενές εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας:
∆w + k2n(x)w = 0 στο D, (1.2.21)
∆v + k2v = 0 στο D, (1.2.22)
w − v = Φ( · , z) στο ∂D, (1.2.23)
∂w
∂ν
− ∂v
∂ν
= ∂Φ( · , z)
∂ν
στο ∂D. (1.2.24)
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και έχουμε το ακόλουθο αpiοτέλεσμα:
Θεώρημα 1.2.2. ([30, θεώρημα 10.22]) ΄Εστω ότι το k δεν είναι ιδιοτιμή διαpiερατότη-
τας. Δοθέντος ε > 0, υpiάρχει μία piροσεγγιστική λύση της εξίσωσης piλάτους σκέδασης
(1.2.20), piου τη συμβολίζουμε με gε,z (δηλαδή ||Fgε,z − Φ∞( · , z)||2L2 < ε) τέτοια ώστε
αʹ. εάν το z ∈ D, τότε η αντίστοιχη συνάρτηση Herglotz vgε,z ικανοpiοιεί το
lim
ε→0 ||vgε,z || = ||vz|| στο L
2(D)
(wz, vz) είναι η μοναδική λύση του μη ομογενούς εσωτερικού piροβλήματος διαpiε-
ρατότητας
βʹ. εάν το z /∈ D, τότε
lim
ε→0 ||vgε,z || =∞ στο L
2(D)
Η εξίσωση piλάτους σκέδασης δεν είναι εν γένει εpiιλύσιμη εpiειδή το Φ∞ δεν ανήκει στην
εικόνα του F . Αυτό έχει ως αpiοτέλεσμα τη χρήση ομαλοpiοιητικών μεθόδων (pi.χ. τη
μέθοδο Tikhonov [30, 53]) για την εpiίλυση της εξίσωσης piλάτους σκέδασης για μία
piροσεγγιστική λύση gz,α. Το σύνορο ανακατασκευάζεται αpiό τα σημεία εκείνα όpiου η
νόρμα ||gz,α||L2 αpiειρίζεται.
Αpiό όταν ορίστηκε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας, το κύριο ενδιαφέρον αφο-
ρούσε τη διακριτότητα των ιδιοτιμών [29, 81]. Το ζήτημα αυτό ήταν σημαντικό καθώς
οι διάφορες μέθοδοι δειγματοληψίας για την ανακατασκευή του συνόρου δεν μpiορούν
να εφαρμοστούν σε συχνότητες piου αντιστοιχούν σε ιδιοτιμές διαpiερατότητας. Για αυ-
τές λοιpiόν τις μεθόδους, οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας έpiρεpiε να αpiοφευχθούν και άρα
το γεγονός ότι αpiοτελούν διακριτό σύνολο ήταν αρκετό. Σχεδόν 20 χρόνια αργότερα
αpiοδείχθηκε ότι οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας piεριέχουν piληροφορία για τις ιδιότητες του
υλικού του σκεδαζόμενου αντικειμένου [11, 17, 18]. ΄Αρα το ζήτημα της ύpiαρξης piραγ-
ματικών ή μιγαδικών ιδιοτιμών αpiέκτησε ενδιαφέρον. Το piρώτο αpiοτέλεσμα ύpiαρξης
ιδιοτιμών για ένα τυχαίο (μη σφαιρικά συμμετρικό) μέσο δόθηκε αpiό τους Päivärinta
και Sylvester [77], για αρκούντως μεγάλους δείκτες διάθλασης και για τουλάχιστον μία
ιδιοτιμή. Σύντομα ακολούθησαν και άλλες εργασίες [13, 20, 23, 64]. Το piρόβλημα της
ύpiαρξης piραγματικών ιδιοτιμών αpiαντήθηκε piλήρως αpiό τους Cakoni, Gintides και Had-
dar [21], υpiό τον piεριορισμό μόνο 0 < n < 1 ή n > 1. Διατυpiώνουμε εδώ το θεώρημα
και μία αναλυτική αpiόδειξη μpiορεί να βρεθεί στο [21]:
Θεώρημα 1.2.3. Συμβολίζουμε με n∗ = inf n και n∗ = supn. Υpiοθέτουμε ότι ο
δείκτης n ∈ L∞(D) ικανοpiοιεί μία αpiό τις piαρακάτω δύο συνθήκες:
αʹ. 1 + α ≤ n∗ ≤ n(x) ≤ n∗ <∞
βʹ. 0 < n∗ ≤ n(x) ≤ n∗ < 1− β
10 1. Εισαγωγή
για σταθερές α > 0 και β > 0. Τότε υpiάρχει ένα άpiειρο διακριτό σύνολο αpiό piραγματικές
ιδιοτιμές διαpiερατότητας με το +∞ το μόνο σημείο συσσώρευσης.
Το θεώρημα ύpiαρξης ισχύει τόσο για ισότροpiα όσο και ανισότροpiα υλικά για τις εξι-
σώσεις Helmholtz και Maxwell, συμpiεριλαμβανομένης και της piερίpiτωσης του μέσου με
κοιλότητες.
Στη συνέχεια, υpiοθέτουμε ότι το σχήμα του αντικειμένου είναι γνωστό και θεωρούμε το
αντίστροφο piρόβλημα της εύρεσης του άγνωστου δείκτη διάθλασης n(x) αpiό τις ιδιοτι-
μές διαpiερατότητας. Γι αυτό το piρόβλημα, σε αντίθεση με τις μεθόδους δειγματοληψίας,
αpiαιτούμε τη γνώση των ιδιοτιμών διαpiερατότητας. Αpiοκαλούμε αυτό το piρόβλημα α-
ντίστροφο φασματικό piρόβλημα για τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας ή αντίστροφο εσωτερικό
piρόβλημα διαpiερατότητας. Βασικό κίνητρο για αυτό το αντίστροφο piρόβλημα είναι το γε-
γονός ότι οι piραγματικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας μpiορούν να μετρηθούν αpiό δεδομένα
σκέδασης [16]:
Θεώρημα 1.2.4. ΄Εστω ότι k είναι μία ιδιοτιμή διαpiερατότητας, και δοθέντος ε > 0
έστω gz,ε τέτοια ώστε
||Fgε,z − Φ∞( · , z)||2L2 ≤ ε
όpiου vgε,z είναι η αντίστοιχη συνάρτηση Herglotz. Τότε, σχεδόν για κάθε z ∈ D, η
νόρμα ||vgε,z ||L2 αpiειρίζεται καθώς ε→ 0.
΄Αρα, αν το D είναι γνωστό και αν piροσδιορίσουμε μία ομαλοpiοιημένη λύση της εξίσω-
σης piλάτους σκέδασης για ένα συγκεκριμένο εύρος κυματάριθμων, τότε μpiορούμε να
χρησιμοpiοιήσουμε την L2−νόρμα της λύσης ως δείκτρια για τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας
σε αυτό το διάστημα. Στην piράξη, αν εφαρμόσουμε μία μέθοδο ομαλοpiοίησης για την
εpiίλυση της εξίσωσης piλάτους σκέδασης, μpiορούμε να κάνουμε το γράφημα της νόρμας
||vgε,z ||L2 σε συνάρτηση με το k και έτσι οι ιδιοτιμές θα εμφανιστούν στις ῾῾μεγάλες᾿᾿
τιμές της στο γράφημα.
΄Οpiως αναφέραμε και piαραpiάνω, οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας piεριέχουν piληροφορία για
τις φυσικές ιδιότητες του σκεδαστή. Αυτό το αpiοτέλεσμα έχει ελεγχθεί και με αριθ-
μητικές μεθόδους [6, 18, 19, 48, 49, 84, 85], όpiου οι ιδιοτιμές χρησιμοpiοιούνται για
την ανακατασκευή του άγνωστου δείκτη διάθλασης. ΄Ετσι, το αντίστροφο εσωτερικό
piρόβλημα διαpiερατότητας έχει μεγάλη σημασία για διάφορες εφαρμογές. Για piαράδειγ-
μα, οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας μpiορούν να χρησιμοpiοιηθούν για τον μη καταστροφικό
έλεγχο υλικών και την εύρεση ρωγμών ή ατελειών σε μη ομογενή μέσα [11, 55, 56].
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1.3 Σύνοψη της διατριβής
Στην piαρούσα διδακτορική διατριβή μελετάμε το αντίστροφο εσωτερικό piρόβλημα διαpiε-
ρατότητας για την εύρεση του δείκτη διάθλασης αpiό τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας. Εξε-
τάζουμε αυτό το αντίστροφο piρόβλημα τόσο αpiό θεωρητική όσο και αpiό υpiολογιστική
σκοpiιά.
Στο κεφάλαιο 2, θεωρούμε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας για την ειδική piε-
ρίpiτωση του σφαιρικά διαστρωματωμένου, μη ομογενούς μέσου στο R3. Σε αυτό το
εισαγωγικό κεφάλαιο piαρουσιάζουμε τα γνωστά αpiοτελέσματα για το ευθύ και το α-
ντίστροφο φασματικό piρόβλημα όταν ο δείκτης διάθλασης είναι μία C2 συνάρτηση, τα
οpiοία είναι αpiαραίτητα για τη μελέτη μας στα εpiόμενα κεφάλαια. Χρησιμοpiοιώντας σφαι-
ρικές συντεταγμένες το piρόβλημα αpiλοpiοιείται σε ένα piρόβλημα συνοριακών τιμών όpiου
η φασματική piαράμετρος εμφανίζεται και στη συνοριακή συνθήκη. ΄Οσον αφορά ο ευ-
θύ piρόβλημα, εξετάζουμε την ύpiαρξη ενός άpiειρου και διακριτού συνόλου ιδιοτιμών.
Η μέθοδος piου ακολουθείται, βασίζεται στα ασυμpiτωτικά αναpiτύγματα των ιδιοσυναρ-
τήσεων για μεγάλες τιμές της φασματικής piαραμέτρου k. Στη συνέχεια, ορίζουμε το
αντίστοιχο αντίστροφο φασματικό piρόβλημα και εξετάζουμε τις αναγκαίες συνθήκες
υpiό τις οpiοίες οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας piροσδιορίζουν τον δείκτη διάθλασης κατά μο-
ναδικό τρόpiο. Τέλος, piαρουσιάζουμε ορισμένα αpiοτελέσματα σχετικά με την ύpiαρξη
και την κατανομή μιγαδικών ιδιοτιμών διαpiερατότητας, τα οpiοία μας piιστοpiοιούν ότι το
piρόβλημα δεν είναι αυτοσυζυγές.
Στο κεφάλαιο 3, διατυpiώνουμε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας για το σφαιρικά
συμμετρικό και ασυνεχή δείκτη διάθλασης. Ακολουθώντας τα αpiοτελέσματα του κεφα-
λαίου 2, μελετάμε τις ιδιότητες του ευθέος piροβλήματος για έναν κατά τμήματα C2 δείκτη
διάθλασης. Χρησιμοpiοιούμε τον χωρισμό μεταβλητών και καταλήγουμε σε ένα ασυνεχές
piρόβλημα συνοριακών τιμών. Βασιζόμενοι στη διατύpiωση του αντίστοιχου ασυνεχούς
piροβλήματος ιδιοτιμών τύpiου Sturm-Liouville, αναpiτύσσουμε τις ασυμpiτωτικές μορφές
των ιδιοσυναρτήσεων και αpiοδεικνύουμε την εξάρτησή τους αpiό την ασυνέχεια. Στη
συνέχεια θεωρούμε το αντίστοιχο αντίστροφο φασματικό piρόβλημα για το ασυνεχές
εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας. Αpiοδεικνύουμε ότι οι ειδικές ιδιοτιμές piου αντι-
στοιχούν σε σφαιρικά συμμετρικές ιδιοσυναρτήσεις μpiορούν να piροσδιορίσουν ορισμένα
χαρακτηριστικά της ασυνέχειας. Υpiοθέτουμε ότι έχουμε την piλήρη γνώση του φάσματος
και δείχνουμε ότι ο δείκτης piροσδιορίζεται μοναδικά αpiό τις ιδιοτιμές, χωρίς piεριορισμό
στη θέση της ασυνέχειας. Η μοναδικότητα σε αυτό το αντίστροφο piρόβλημα μας δείχνει
ότι οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας μpiορεί να χρησιμοpiοιηθούν για την ανάκτηση ιδιοτήτων
σε υλικά με στρώματα. Ολοκληρώνουμε το κεφάλαιο με τη μελέτη της ασυμpiτωτικής συ-
μpiεριφοράς των ιδιοτιμών για μεγάλες τιμές της φασματικής piαραμέτρου k. Παραθέτουμε
ένα piαράδειγμα το οpiοίο μας δείχνει ότι η ύpiαρξη ασυνέχειας στον δείκτη μpiορεί να έχει
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ως αpiοτέλεσμα τη μη ύpiαρξη ενός ασυμpiτωτικού αναpiτύγματος με αναλυτικό τύpiο για
τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας.
Στο κεφάλαιο 4 piροτείνουμε μία αριθμητική μέθοδο για την εpiίλυση του ευθέος piρο-
βλήματος διαpiερατότητας. Η μέθοδός μας βασίζεται στη μεταβολική διατύpiωση ενός ισο-
δύναμου piροβλήματος ιδιοτιμών 4ης τάξης. Αρχικά δείχνουμε ότι το εσωτερικό piρόβλημα
διαpiερατότητας μpiορεί να διατυpiωθεί ως ένα piρόβλημα ιδιοτιμών ενός συμpiαγούς και μη
αυτοσυζυγούς τελεστή-piίνακα. ΄Εpiειτα, εισάγουμε μία μέθοδο τύpiου Galerkin στον
χώρο Sobolev H20 και υpiολογίζουμε τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας αpiό το αντίστοιχο δια-
κριτό piρόβλημα. Η σύγκλιση των ιδιοτιμών του διακριτού piροβλήματος σε αυτές του
piροβλήματος σε τελεστική μορφή, αpiοδεικνύεται χρησιμοpiοιώντας κάpiοια αpiοτελέσμα-
τα για σύγκλιση σε χώρους Banach. Τέλος, piαραθέτουμε μία συνοpiτική piαρουσίαση
των υpiαρχουσών αριθμητικών μεθόδων για τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας.
Στο κεφάλαιο 5 εpiιλύουμε το αντίστροφο εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας αριθμη-
τικά. Σκοpiός μας είναι η ανακατασκευή ενός δισδιάστατου και κατά τμήματα σταθερού
δείκτη διάθλασης αpiό έναν αρκούντως μικρό αριθμό ιδιοτιμών. Αρχικά, θεωρούμε ένα
σχήμα ελαχιστοpiοίησης για δίσκους με σταθερό ή κατά τμήματα σταθερό δείκτη διάθλα-
σης. Ελαχιστοpiοιούμε το σφάλμα ανάμεσα στις αριθμητικά και αναλυτικά υpiολογισμένες
ιδιοτιμές. Οι ανακατασκευές των δεικτών γίνονται χρησιμοpiοιώντας τις μικρότερες ιδιο-
τιμές. Εpiιpiλέον, δείχνουμε αριθμητικά ότι τόσο οι piραγματικές όσο και οι μιγαδικές
ιδιοτιμές χρειάζονται για τις ανακατασκευές. Στη συνέχεια, piροτείνουμε μία μέθοδο
τύpiου Newton για την ανακατασκευή του κατά τμήματα σταθερού δείκτη διάθλασης σε
χωρία με γενικό σχήμα. Ο αλγόριθμος μpiορεί να εφαρμοστεί χωρίς να είναι γνωστή η
ακριβής θέση των ιδιοτιμών στο φάσμα. Παραθέτουμε ορισμένα αριθμητικά piαραδείγμα-
τα με ανακατασκευές σε χωρία με piολλά στρώματα και συγκρίνουμε τη μέθοδό μας με
άλλες μεθόδους ελαχιστοpiοίησης. Ολοκληρώνουμε το κεφάλαιο με την εφαρμογή της
μεθόδου Newton σε μη σφαιρικά συμμετρικά χωρία.
Τέλος, στο piαράρτημα piαρουσιάζουμε μία γενίκευση του εσωτερικού piροβλήματος διαpiε-
ρατότητας για έναν δείκτη ο οpiοίος έχει έναν piεpiερασμένο αριθμό ασυνεχειών. Με μία
εpiαγωγική μέθοδο κατασκευάζουμε το ασυμpiτωτικό ανάpiτυγμα των ιδιοσυναρτήσεων
του piροβλήματος. Παραθέτουμε εpiίσης κάpiοια αpiοτελέσματα αpiό τη θεωρία ακεραίων
συναρτήσεων piου αpiαιτούνται για τη μελέτη του αντίστροφου φασματικού piροβλήμα-
τος.
Μέρος των αpiοτελεσμάτων της piαρούσας διδακτορικής διατριβής piεριλαμβάνονται στις
εργασίες:
1. Gintides D. and Pallikarakis N. (2017), The inverse transmission eigenvalue
problem for a discontinuous refractive index, Inverse Problems 33 055006
2. Gintides D. and Pallikarakis N. (2013), A computational method for the inverse
transmission eigenvalue problem, Inverse Problems 29 104010
και piαρουσιάστηκαν με διάλεξη στα piαρακάτω διεθνή συνέδρια:
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1. Gintides D. and Pallikarakis N. (2015), Uniqueness theorems for the inverse
transmission eigenvalue problem with discontinuous refractive index, Interna-
tional Conference on Modern Mathematical Methods in Science and Technology
(M3ST), Kalamata-Greece
2. Gintides D. and Pallikarakis N. (2014), The inverse transmission eigenvalue pro-
blem for a discontinuous refractive index, 7th International Conference, Inverse
Problems: Modeling and Simulation (IPMS), Fethiye-Turkey

2Το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας
σε σφαιρικά διαστρωματωμένο μέσο με
συνεχή δείκτη διάθλασης
Στο piαρόν κεφάλαιο piαρουσιάζουμε όλα τα γνωστά αpiοτελέσματα για το εσωτερικό piρόβλη-
μα διαpiερατότητας για την μpiάλα B ⊂ R3, όpiου ο αντίστοιχος δείκτης διάθλασης είναι
μία συνεχής συνάρτηση piου εξαρτάται μόνο αpiό την ακτίνα της μpiάλας. Τα αpiοτελέσμα-
τα αυτά είναι αpiαραίτητα για τα εpiόμενα κεφάλαια στα οpiοία χρησιμοpiοιούμε αντίστοιχες
τεχνικές. Περιγράφουμε τις συνθήκες piου αpiαιτούνται για την ύpiαρξη ενός άpiειρου και
διακριτού συνόλου ιδιοτιμών διαpiερατότητας. Εpiίσης, ορίζουμε το αντίστροφο φασματικό
piρόβλημα και piαρουσιάζουμε τις συνθήκες piου αpiαιτούνται ώστε οι ιδιοτιμές να piροσ-
διορίζουν μοναδικά τον δείκτη διάθλασης. Εpiιpiλέον, piαραθέτουμε ορισμένα piρόσφατα
αpiοτελέσματα σχετικά με την ύpiαρξη και την κατανομή μιγαδικών ιδιοτιμών διαpiερα-
τότητας.
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2. Το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας σε σφαιρικά διαστρωματωμένο μέσο
με συνεχή δείκτη διάθλασης
2.1 Διατύpiωση του piροβλήματος
Εξετάζουμε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας piου αντιστοιχεί στη σκέδαση ενός
μη ομογενούς και ισότροpiου μέσου Ba αpiό ακουστικά κύματα, όpiου υpiοθέτουμε ότι
το μέσο είναι σφαιρικά διαστρωματωμένο στο R3, δηλαδή Ba := {x ∈ R3 : |x| < a}
και ο δείκτης διάθλασης n(|x|) := n(r) είναι μία συνάρτηση piου εξαρτάται μόνο αpiό
την ακτίνα. Το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας σε αυτή την piερίpiτωση ορίζεται ως
εξής:
Να βρεθεί ένα k ∈ C και μία μη τετριμμένη λύση w, v ∈ L2(Ba) τέτοια ώστε w − v ∈
H20 (Ba), τα οpiοία να ικανοpiοιούν το piρόβλημα
∆w + k2n(r)w = 0 στο Ba, (2.1.1)
∆v + k2v = 0 στο Ba, (2.1.2)
w = v στο ∂Ba, (2.1.3)
∂w
∂ν
= ∂v
∂ν
στο ∂Ba, (2.1.4)
όpiου ο χώρος Sobolev H20 ορίζεται ως:
H20 (D) =
{
u ∈ H2(D) : τέτοια ώστε u = 0 και ∂u
∂ν
= 0 στο ∂D
}
.
΄Οpiως θα δείξουμε στο κεφάλαιο 4, οι piαραpiάνω συναρτησιακοί χώροι piαρέχουν το
κατάλληλο piλαίσιο για την ασθενή μορφή αυτού του piροβλήματος ιδιοτιμών, το οpiοίο
θα δούμε ότι είναι μη αυτοσυζυγές. Σε αυτό το κεφάλαιο υpiοθέτουμε μόνο κλασικές
λύσεις δηλαδή w, v ∈ C2(Ba) ∩ C1(Ba). Το piρόβλημα (2.1.1)-(2.1.4), αντιστοιχεί στην
αpiλούστερη piερίpiτωση του εσωτερικού piροβλήματος διαpiερατότητας και ένα σύνολο αpiό
αpiοτελέσματα είναι γνωστά για τις ιδιοτιμές.
Κάνουμε τις piαρακάτω υpiοθέσεις για τον δείκτη διάθλασης (εκτός αν διατυpiωθεί διαφο-
ρετικά):
Im(n(r)) = 0, n(r) > 0 και n ∈ C2[0,∞), (2.1.5)
και
n(r) = 1 για r ≥ a. (2.1.6)
όpiου υpiοθέτουμε εpiίσης ότι ο δείκτης n(r) δεν είναι ταυτοτικά ίσος με 1. Η συνθήκη
(2.1.6) συνεpiάγεται ότι δεν υpiάρχει ανομογένεια για r ≥ a και εφόσον n ∈ C2, ο δείκτης
διάθλασης είναι αρκούντως ομαλός στο σύνορο r = a (δηλαδή n′(a) = 0).
Ακολουθώντας τη μελέτη [30] piου έχει γίνει για το σφαιρικά διαστρωματωμένο διηλε-
κτρικό μέσο (βλ. εpiίσης [37]), εισάγουμε τις σφαιρικές μεταβλητές (r, θ, φ) και χρησι-
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μοpiοιώντας τον χωρισμό μεταβλητών αναpiτύσσουμε τις συναρτήσεις w και v σε σειρές
σφαιρικών αρμονικών
v(x) =
∞∑
l=0
l∑
m=−l
almjl(kr)Y ml (θ, φ)
w(x) = 1
r
∞∑
l=0
l∑
m=−l
blmyl(r)Y ml (θ, φ),
όpiου jl είναι η συνάρτηση Bessel. Εpiίσης, υpiοθέτοντας αζιμουθιακή συμμετρία, αναζη-
τούμε ένα ζεύγος λύσεων για το piρόβλημα (2.1.1)-(2.1.4), στη μορφή:
v(r, θ) = aljl(kr)Pl(cos θ), (2.1.7)
w(r, θ) = bl
yl(r)
r
Pl(cos θ), (2.1.8)
όpiου Pl είναι τα piολυώνυμα Legendre, τα al και bl είναι σταθερές και η συνάρτηση yl
ικανοpiοιεί το piαρακάτω piρόβλημα αρχικών τιμών:
y′′l (r) +
(
k2n(r)− l(l + 1)
r2
)
yl(r) = 0 (2.1.9)
για r > 0, με
lim
r→0
(
yl(r)
r
− jl(kr)
)
= 0. (2.1.10)
Σημειώνουμε ότι η συνήθης διαφορική εξίσωση (2.1.9) έχει ιδιόμορφο συντελεστή για
l ≥ 1. Η αρχική συνθήκη (2.1.10) εpiιλέγεται έτσι ώστε το yl(r) να συμpiεριφέρεται όpiως
το rjl(kr) όταν το r → 0, για λόγους αpiλότητας δηλαδή
lim
r→0 r
−(l+1)yl(r) =
√
pikl
2l+1Γ(l + 3/2) .
Τώρα, οι συναρτήσεις (2.1.7)-(2.1.8) θα αpiοτελούν μία λύση του piροβλήματος ιδιοτιμών
(2.1.1)-(2.1.4) αν υpiάρχει μία μη τετριμμένη λύση για το piαρακάτω σύστημα
bl
yl(a)
a
− aljl(ka) = 0
bl
d
dr
(
yl(r)
r
)∣∣∣∣∣
r=a
− al ddr jl(kr)|r=a = 0.
΄Αρα, το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας γράφεται:
y′′l (r) +
(
k2n(r)− l(l + 1)
r2
)
yl(r) = 0 για 0 < r < a, (2.1.11)
lim
r→0
(
yl(r)
r
− jl(kr)
)
= 0, (2.1.12)
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Dl(k) := det

yl(r)
r
−jl(kr)
d
dr
(
yl(r)
r
)
− ddrjl(kr)
 = 0 για r = a. (2.1.13)
Οι τιμές του k για τις οpiοίες υpiάρχει μία μη τετριμμένη λύση για το piρόβλημα (2.1.11)-
(2.1.13), ονομάζονται ιδιοτιμές διαpiερατότητας. Ισοδύναμα, το k είναι μία (piραγματική ή
μιγαδική) ιδιοτιμή διαpiερατότητας αν και μόνο αν Dl(k) = 0. Ονομάζουμε τις {Dl(k)}l≥0
χαρακτηριστικές συναρτήσεις του piροβλήματος.
Εpiιpiλέον, μελετάμε μία ειδική piερίpiτωση του (2.1.1)-(2.1.4) όpiου χρησιμοpiοιούμε μόνο
τις σφαιρικά συμμετρικές ιδιοσυναρτήσεις, δηλαδή όταν l = 0. Για αυτή την ειδική
piερίpiτωση, οι ιδιοσυναρτήσεις αpiλοpiοιούνται ως εξής
v(r) = a0j0(kr)
και
w(r) = b0
y0(r)
r
.
΄Ετσι, το αντίστοιχο piρόβλημα συνοριακών τιμών είναι ισοδύναμο με το piαρακάτω piρόβλη-
μα τύpiου Sturm-Liouville με τη φασματική piαράμετρο να εμφανίζεται στη συνοριακή
συνθήκη, στο δεξί άκρο [2]:
y′′0(r) + k2n(r)y0(r) = 0, 0 < r < a (2.1.14)
y0(0) = 0, (2.1.15)
D0(k) =
sin ka
k
y′0(a)− cos ka y0(a) = 0 (2.1.16)
όpiου χρησιμοpiοιήσαμε ότι j0(kr) = sin kr/kr. Οι ιδιοτιμές του piροβλήματος (2.1.14)-
(2.1.16), ήτοι οι τιμές για τις οpiοίες το (2.1.14)-(2.1.16) έχει μία μη τετριμμένη λύση
y0(r), είναι οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας. Τις ονομάζουμε ειδικές ιδιοτιμές διαpiερατότη-
τας.
Στις εpiόμενες piαραγράφους μελετάμε ζητήματα ύpiαρξης, διακριτότητας και μοναδικότη-
τας για τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας τόσο για την piερίpiτωση όpiου l = 0 όσο και όταν
l ≥ 1. Αυτά τα δύο piροβλήματα ιδιοτιμών έχουν διαφορετικές διατυpiώσεις και η μελέτη
τους αpiαιτεί χρήση διάφορων μαθηματικών μεθόδων.
2.2 ΄Υpiαρξη και διακριτότητα των ιδιοτιμών διαpiερατότητας
Για να δείξουμε την ύpiαρξη ενός άpiειρου και διακριτού συνόλου (piραγματικών) ιδιοτιμών
διαpiερατότητας έτσι ώστε το ζεύγος (2.1.7)-(2.1.8) να είναι μία μη τετριμμένη λύση
του εσωτερικού piροβλήματος διαpiερατότητας (2.1.1)-(2.1.4), piρέpiει να μελετήσουμε την
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ασυμpiτωτική συμpiεριφορά των yl και Dl για μεγάλες τιμές του k. Εξετάζουμε και τις
δύο piεριpiτώσεις l ≥ 1 και l = 0.
2.2.1 Η piερίpiτωση l ≥ 1
Το piρόβλημα αυτό μελετήθηκε αρχικά αpiό τους Colton και Päivärinta [39]. Εδώ piα-
ρουσιάζουμε τα αpiοτελέσματα αpiό το κεφάλαιο 9.4 του [30]. Μετασχηματίζουμε την
εξίσωση (2.1.11) χρησιμοpiοιώντας τον μετασχηματισμό Liouville
ξ(r) :=
∫ r
0
√
n(t)dt, z(ξ) := n(r)1/4yl(r), (2.2.17)
και ορίζουμε την piοσότητα
A :=
∫ a
0
√
n(t)dt (2.2.18)
η οpiοία έχει τη φυσική σημασία του χρόνου μετακίνησης (travel time) ενός κύματος
αpiό το r = 0 στο r = a στο αντίστοιχο piρόβλημα ακουστικής σκέδασης, [2, 57]. Εpiίσης,
υpiοθέτουμε ότι A 6= a το οpiοίο ικανοpiοιείται εάν n(r) > 1 ή 0 < n(r) < 1 για 0 ≤ r < a.
Θα δείξουμε ότι αυτή η συνθήκη αρκεί για την ύpiαρξη ενός άpiειρου και διακριτού αριθμού
ιδιοτιμών διαpiερατότητας.
Το piρόβλημα μετασχηματίζεται στη μορφή:
d2z(ξ)
dξ2 +
(
k2 − l(l + 1)
ξ2
− g(ξ)
)
z(ξ) = 0 (2.2.19)
όpiου
g(ξ) := l(l + 1)
r2n(r) −
l(l + 1)
ξ2
+ n
′′(r)
4n(r)2 −
5
16
n′(r)2
n(r)3 . (2.2.20)
Εφόσον n(r) > 0 για r ≥ 0, ο μετασχηματισμός Liouville είναι αντιστρέψιμος, το g
είναι καλά ορισμένο και είναι συνεχής συνάρτηση για r > 0. Εpiίσης, η συνθήκη (2.1.6)
συνεpiάγεται ότι ∫ 1
0
ξ|g(ξ)|dξ <∞ και
∫ ∞
1
|g(ξ)|dξ <∞ (2.2.21)
Η εξίσωση (2.2.19) είναι μία ακτινική διαφορική εξίσωση Schrödinger, ιδιόμορφη για
ξ = 0.
Βασιζόμενοι στην ανάλυση [76, σελ. 436-437], για λ > 0 ορίζουμε τις συναρτήσεις Eλ
και Mλ:
Eλ(ξ) =

[
−Yλ(ξ)
Jλ(ξ)
]1/2
, 0 < ξ < ξλ
1, ξλ ≤ ξ <∞
(2.2.22)
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Mλ(ξ) =

[2|Yλ(ξ)|Jλ(ξ)]1/2, 0 < ξ < ξλ
[J2λ(ξ) + Y 2λ (ξ)]
1/2
, ξλ ≤ ξ <∞
(2.2.23)
όpiου Jλ, Yλ είναι συναρτήσεις Bessel και Neumann αντίστοιχα και ξλ είναι η μικρότερη
θετική ρίζα της εξίσωσης Jλ(ξ) + Yλ(ξ) = 0. Ορίζουμε εpiίσης την piοσότητα Gλ ως:
Gλ(k, ξ) :=
pi
2
∫ ξ
0
M2λ(kt)t|g(t)|dt. (2.2.24)
Με βάση τα piαραpiάνω, έχουμε το ακόλουθο θεώρημα:
Θεώρημα 2.2.1. ([30, θεώρημα 9.9]) ΄Εστω k > 0 και l ≥ −1/2. Τότε η (2.2.19)
έχει μία λύση z η οpiοία, ως συνάρτηση του ξ, είναι συνεχής στο διάστημα [0,∞), δύο
φορές συνεχώς piαραγωγίσιμη στο (0,∞), και δίνεται αpiό τη σχέση
z(ξ) =
√
piξ
2k {Jλ(kξ) + εl(k, ξ)} (2.2.25)
όpiου
λ = l + 12
και
|εl(k, ξ)| ≤ Mλ(kξ)
Eλ(kξ)
{eGλ(k,ξ) − 1}.
Προκειμένου να υpiολογίσουμε το ασυμpiτωτικό ανάpiτυγμα για το yl, χρειαζόμαστε τις
piαρακάτω εκτιμήσεις:
Yλ(x) =
√
2
pix
sin
(
x− λpi2 −
pi
4
)
+ O
( 1
x3/2
)
, x→ +∞, (2.2.26)
Jλ(x) =
√
2
pix
cos
(
x− λpi2 −
pi
4
)
+ O
( 1
x3/2
)
, x→ +∞, (2.2.27)
Yλ(x) ∼ −Γ(λ)
pi
(2
x
)λ
, x→ 0 (2.2.28)
Jλ(x) ∼
(
x
2
)λ 1
Γ(λ+ 1) , x→ 0 (2.2.29)
Με βάση τα piαραpiάνω, έχουμε εpiίσης ότι
Mλ(x) ∼
( 2
pix
)1/2
, x→∞
Mλ(x) ∼
( 2
piλ
)1/2
, x→ 0
Στη συνέχεια, για δεδομένο ξ > 0 και k μεγάλο, με βάση την εκτίμηση (2.2.21) έχουμε
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το εξής φράγμα:
|Gλ(k, ξ)| ≤ c
(
ln k
k
+ 1
k
)
(2.2.30)
για μία θετική σταθερά c ανεξάρτητη του k, όpiου χρησιμοpiοιήσαμε ότι
pi
2
∫ ∞
1
M2λ(kt)t|g(t)|dt ∼
1
k
∫ ∞
1
|g(t)|dt
και
pi
2
∫ 1
0
M2λ(kt)t|g(t)|dt ≤ c1
(∫ 1/k
0
M2λ(kt)dt+
∫ 1
1/k
M2λ(kt)dt
)
∼
(
1
k
+ 1
k
∫ 1
1/k
dt
t
)
για c1 θετική σταθερά και k →∞. ΄Αρα, καταλήγουμε ότι
z(ξ) =
√
piξ
2kJλ(kξ) + O
(
ln k
k2
)
= 1
k
cos
(
kξ − λpi2 −
pi
4
)
+ O
(
ln k
k2
)
(2.2.31)
για δεδομένο ξ > 0. Αυτή η εκτίμηση μpiορεί να piαραγωγιστεί ως piρος ξ, με τον όρο
του σφάλματος να είναι της τάξης O(ln k/k).
Ακολούθως, αpiό τον μετασχηματισμό Liouville yl(r) = n(r)−1/4z(ξ), έχουμε
yl(r) = c
1
n(r)1/4
√
piξ
2kJλ(kξ) + O
(
ln k
k2
)
όpiου η σταθερά c εpiιλέγεται έτσι ώστε το yl να ικανοpiοιεί την αρχική συνθήκη (2.1.10).
Αpiό το ασυμpiτωτικό ανάpiτυγμα για r → 0 έχουμε ότι c = 1/(n(0)l/2+1/4). Τέλος,
καταλήγουμε στο ανάpiτυγμα
yl(r) =
1
kn(r)1/4n(0)l/2+1/4 cos
(
kξ − λpi2 −
pi
4
)
+ O
(
ln k
k2
)
(2.2.32)
Η αντίστοιχη ασυμpiτωτική εκτίμηση για τις ορίζουσες Dl piροκύpiτει αpiό τη σχέση
(2.1.13) και τα αναpiτύγματα των σφαιρικών συναρτήσεων Bessel:
jl(kr) =
1
kr
cos
(
kr − lpi2 −
pi
2
)
+ O
( 1
k2
)
, k →∞, (2.2.33)
d
dr jl(kr) =
1
r
sin
(
kr − lpi2 +
pi
2
)
+ O
(1
k
)
, k →∞. (2.2.34)
Κάνοντας χρήση του τύpiου αθροίσματος ημιτόνων, και διατηρώντας μόνο τους όρους
μεγαλύτερης τάξης, piροκύpiτει το ακόλουθο αpiοτέλεσμα:
Dl(k) =
1
a2kn(0)l/2+1/4 sin k (a− A) + O
(
ln k
k2
)
(2.2.35)
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(η piαραpiάνω εκτίμηση ισχύει και για l = 0). Μία ικανή συνθήκη για την ύpiαρξη ενός
άpiειρου και διακριτού συνόλου piραγματικών ριζών της (2.1.13) είναι το όρισμα του η-
μιτόνου στη σχέση (2.2.35) να μην είναι τετριμμένο, δηλαδή A 6= a. Αυτή η αpiαίτηση
ικανοpiοιείται αν n(r) > 1 ή 0 < n(r) < 1 για 0 ≤ r < a.
΄Ετσι, piροκύpiτει το piαρακάτω θεώρημα [30, 39]:
Θεώρημα 2.2.2. Υpiοθέτουμε ότι Im(n) = 0 και ότι ο δείκτης διάθλασης n(x) = n(r)
είναι σφαιρικά διαστρωματωμένος, n(r) = 1 για r ≥ a, n(r) > 1 ή 0 < n(r) <
1 για 0 ≤ r < a και, ως συνάρτηση του r, n ∈ C2. Τότε υpiάρχει ένα άpiειρο σύνολο
αpiό ιδιοτιμές διαpiερατότητας για το piρόβλημα (2.1.1)− (2.1.4).
2.2.2 Η piερίpiτωση l = 0
Σε αυτή την piαράγραφο, μελετάμε την ειδική piερίpiτωση όpiου οι ιδιοσυναρτήσεις εξαρ-
τώνται μόνο αpiό το r, η οpiοία αντιστοιχεί στο piρόβλημα συνοριακών τιμών (2.1.14)-
(2.1.16) και μελετήθηκε αρχικά στην εργασία [37], (βλ. εpiίσης [12, 22, 30, 40]).
Θεώρημα 2.2.3. Υpiοθέτουμε ότι n ∈ C2[0, a], Im(n(r)) = 0 και είτε n(a) 6= 1 ή
n(a) = 1 και A 6= a. Τότε υpiάρχει ένα άpiειρο και διακριτό σύνολο ιδιοτιμών για το
piρόβλημα (2.1.1)− (2.1.4) με σφαιρικά συμμετρικές ιδιοσυναρτήσεις.
Αpiόδειξη. Θεωρούμε το piαρακάτω piρόβλημα αρχικών τιμών:
y′′0(r) + k2n(r)y0(r) = 0, 0 < r < a (2.2.36)
y0(0) = 0, y′0(0) = 1 (2.2.37)
Εφαρμόζοντας και piάλι τον μετασχηματισμό Liouville (2.2.17), το piρόβλημα γράφεται
στην piαρακάτω μορφή:
d2z(ξ)
dξ2 + [k
2 − p(ξ)]z(ξ) = 0, 0 < ξ < A (2.2.38)
z(0) = 0, dz(0)dξ = n(0)
−1/4 (2.2.39)
όpiου
p(ξ) := n
′′(r)
4n(r)2 −
5
16
n′(r)2
n(r)3 (2.2.40)
και το A δίνεται αpiό τη σχέση (2.2.18). Μpiορούμε να εκφράσουμε το piρόβλημα αρχικών
τιμών (2.2.38)-(2.2.39) ως μία ολοκληρωτική εξίσωση Volterra 2ου είδους [78]:
z(ξ) = sin kξ
kn(0)1/4 +
∫ ξ
0
sin k(ξ − t)
k
z(t)p(t)dt. (2.2.41)
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Αν εφαρμόσουμε τη μέθοδο διαδοχικών piροσεγγίσεων για να υpiολογίσουμε την τάξη
του ολοκληρωτικού όρου της εξίσωσης (2.2.41) ως συνάρτηση του k, μpiορεί να δειχθεί
ότι η λύση του (2.2.38)-(2.2.39) ικανοpiοιεί
z(ξ) = sin kξ
kn(0)1/4 + O
( 1
k2
)
και
dz(ξ)
dξ =
cos kξ
n(0)1/4 + O
(1
k
)
.
Τέλος, ο μετασχηματισμός Liouville συνεpiάγεται ότι:
y0(r) =
1
k[n(r)n(0)]1/4 sin kξ + O
( 1
k2
)
(2.2.42)
και
y′0(r) =
[
n(r)
n(0)
]1/4
cos kξ + O
(1
k
)
(2.2.43)
ομοιόμορφα στο [0, a].
Πριν piροχωρήσουμε στο ανάpiτυγμα της ορίζουσας, κάνουμε την piαρακάτω υpiόθεση:
θεωρούμε ότι είτε n(a) 6= 1 ή n(a) = 1 και A 6= a. Σημειώνουμε ότι εάν n(a) 6= 1 και
n(r) = 1 για r > a, ο δείκτης διάθλασης είναι C2[0, a] με μία ασυνέχεια στο σύνορο
∂Ba της μη ομογενούς μpiάλας. Δείχνουμε ότι υpiάρχει ένα άpiειρο σύνολο αpiό ιδιοτιμές
σε κάθε piερίpiτωση.
Αpiό την χαρακτηριστική εξίσωση (2.1.16), και τις εκτιμήσεις (2.2.42)-(2.2.43) piροκύpiτει
ότι:
D0(k) =
1
a2k
(n(a)
n(0)
)1/4
cos kA sin ka− 1(n(a)n(0))1/4 sin kA cos ka
+ O( 1
k2
)
(2.2.44)
ή ισοδύναμα,
D0(k) =
1
a2k
{C cos kA sin ka−B sin kA cos ka}+ O
( 1
k2
)
(2.2.45)
όpiου
B = 1(n(a)n(0))1/4 και C =
(
n(a)
n(0)
)1/4
. (2.2.46)
Εάν n(a) = 1, τότε B = C και χρησιμοpiοιώντας τον τύpiο αθροίσματος ημιτόνων έχουμε
ότι
D0(k) =
1
a2kn(0)1/4 sin k (a− A) + O
( 1
k2
)
(2.2.47)
και άρα, εφόσον A 6= a, υpiάρχει ένα άpiειρο και διακριτό σύνολο αpiό ιδιοτιμές διαpiε-
ρατότητας. Εpiιpiλέον, αν n(a) 6= 1 και όταν το A είναι ρητός αριθμός, τότε ο piρώτος
όρος της σχέσης (2.2.45) είναι μία piεριοδική συνάρτηση piου piαίρνει θετικές και αρνητι-
κές τιμές. Αυτό σημαίνει ότι για k αρκούντως μεγάλο, υpiάρχουν άpiειρες piραγματικές
ιδιοτιμές. Αυτό το εpiιχείρημα ισχύει και όταν A = a. Τέλος, αν το A είναι άρρητος
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αριθμός, τότε ο piρώτος όρος της (2.2.45) είναι σχεδόν-piεριοδική συνάρτηση, piου εpiίσης
piαίρνει θετικές και αρνητικές τιμές [22, 40].
Σημειώνουμε ότι οι ασυμpiτωτικές αναpiαραστάσεις (2.2.35) και (2.2.47) έχουν το ίδιο
κύριο μέρος, αλλά η (2.2.35) piαρέχει μία ακριβέστερη εκτίμηση για τον όρο σφάλματος.
2.3 Μοναδικότητα για το αντίστροφο φασματικό piρόβλημα
Το piιο ενδιαφέρον και σημαντικό ζήτημα σχετικά με το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερα-
τότητας είναι το αντίστοιχο αντίστροφο φασματικό piρόβλημα, δηλαδή ο piροσδιορισμός
του δείκτη διάθλασης αpiό τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας. ΄Οpiως piεριγράψαμε στην εισα-
γωγή, οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας εμpiεριέχουν piληροφορία για τον δείκτη διάθλασης και
χρησιμοpiοιούνται σε μεθόδους δειγματοληψίας για την ανακατασκευή του φορέα του μη
ομογενούς μέσου. Εpiίσης, ένα σημαντικό ερώτημα είναι το υpiό piοιες piροϋpiοθέσεις οι
ιδιοτιμές μpiορούν να piροσδιορίσουν τον δείκτη κατά μοναδικό τρόpiο. Το συγκεκριμένο
αντίστροφο φασματικό piρόβλημα έχει μελετηθεί μόνο όταν το χωρίο είναι μία μpiάλα
στο R3 και ο δείκτης διάθλασης n(|x|) := n(r) είναι σφαιρικά συμμετρικός. Το piρώτο
piρόβλημα piου εξετάζουμε είναι το γενικό αντίστροφο φασματικό piρόβλημα δηλαδή ο
piροσδιορισμός του δείκτη διάθλασης αpiό τη γνώση όλων των ιδιοτιμών διαpiερατότη-
τας. ΄Εpiειτα, θεωρούμε το αντίστροφο φασματικό piρόβλημα για ένα υpiοσύνολο του
φάσματος το οpiοίο είναι οι ειδικές ιδιοτιμές piου αντιστοιχούν σε σφαιρικά συμμετρικές
ιδιοσυναρτήσεις.
2.3.1 Μοναδικότητα για τη γενική piερίpiτωση
Θεωρούμε το αντίστροφο φασματικό piρόβλημα για το (2.1.1) - (2.1.4) και υpiοθέτου-
με ότι όλο το φάσμα είναι γνωστό, συμpiεριλαμβανομένων και των piολλαpiλοτήτων των
ιδιοτιμών. Παρουσιάζουμε τις ιδέες των Cakoni, Colton και Gintides [14, θεώρημα
2.1]. Η αpiόδειξη βασίζεται σε μία ισοδύναμη ολοκληρωτική αναpiαράσταση της λύσης
του (2.1.9), τα ασυμpiτωτικά αναpiτύγματα των οριζουσών και μία τελική αpiλοpiοίηση του
αντίστροφου piροβλήματος σε ένα ισοδύναμο piρόβλημα ροpiών.
΄Ενα βασικό εργαλείο για τα αντίστροφα piροβλήματα ιδιοτιμών τύpiου Sturm-Liouville
είναι ο τελεστής Gelfand-Levitan-Marchenko και η χρήση ενός piροβλήματος Goursat
για τον piυρήνα του τελεστή. Για piερισσότερες piληροφορίες σχετικά με τα piροβλήμα-
τα τύpiου Goursat piαραpiέμpiουμε στα [26, κεφ. 3.6] και [63, κεφ. 4.4 και 4.5]. Εδώ,
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χρησιμοpiοιούμε μία piαραλλαγή της ολοκληρωτικής αναpiαράστασης της λύσης του piρο-
βλήματος (2.1.1) σε εσωτερικά χωρία [33]. Ορίζουμε τη συνάρτηση m(r) := 1− n(r).
Θεώρημα 2.3.1. Υpiοθέτουμε ότι n ∈ C2[0,∞), Im(n(r)) = 0 και το m(r) δεν
αλλάζει piρόσημο. Αν το n(0) είναι γνωστό τότε ο δείκτης n(r) piροσδιορίζεται μοναδικά
αpiό τη γνώση όλων των ιδιοτιμών διαpiερατότητας και την piολλαpiλότητά τους ως ρίζες
της συνάρτησης Dl(k).
Αpiόδειξη. Για την piερίpiτωση όpiου n(r) ∈ C2[0,∞), ακολουθώντας την εργασία [33]
μpiορούμε να αναpiαραστήσουμε το yl(r) στη μορφή:
yl(r) = jl(kr) +
∫ r
0
G(r, s, k)jl(ks)ds (2.3.48)
όpiου θεωρούμε
w(r, θ) = blyl(r)Pl(cos θ) και y′′l +
2
r
y′l +
(
k2n(r)− l(l + 1)
r2
)
yl = 0
αντί για τις σχέσεις (2.1.8) και (2.1.9) αντίστοιχα. Προφανώς, η χαρακτηριστική εξίσωση
(2.1.13) γράφεται ως
Dl(k) = det

yl(r) −jl(kr)
d
dryl(r) − ddrjl(kr)
 = 0 για r = a. (2.3.49)
Αντικαθιστώντας την (2.3.48) στην εξίσωση (2.1.1) και ολοκληρώνοντας κατά μέρη piρο-
κύpiτει ότι ο piυρήνας G(r, s, k) ικανοpiοιεί το ακόλουθο piρόβλημα Goursat για 0 < s ≤
r < a
r2
[
∂2G
∂r2
+ 2
r
∂G
∂r
+ k2n(r)G
]
= s2
[
∂2G
∂s2
+ 2
s
∂G
∂s
+ k2G
]
(2.3.50)
G(r, r, k) = k
2
2r
∫ r
0
tm(t)dt (2.3.51)
G(r, s, k) = O
(
(rs)1/2
)
(2.3.52)
Αpiό την αναpiαράσταση (2.9) στην εργασία [33], έχουμε ότι το G(r, s, k) ικανοpiοιεί την
piαρακάτω ολοκληρωτική εξίσωση
G(r, s, k) = − k
2
2
√
rs
∫ √rs
0
t(n(t)− 1)dt
− k
2
√
rs
∫ √ r
s
1
∫ √rs
0
t2τ
[
n(tτ)− 1
τ 4
]
G(tτ, t/τ, k)dtdτ (2.3.53)
όpiου η μοναδικότητα του G αpiοδεικνύεται χρησιμοpiοιώντας σειρές Neumann. Εpiιpiλέον,
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το G είναι μία ακέραια συνάρτηση του k, εκθετικού τύpiου, άρτια και ικανοpiοιεί
G(r, s, k) = k
2
2
√
rs
∫ √rs
0
tm(t)dt
(
1 + O(k2)
)
. (2.3.54)
(Για piερισσότερες piληροφορίες σχετικά με τις ακέραιες συναρτήσεις piαραpiέμpiουμε στο
piαράρτημα Αʹ.4). Στη συνέχεια υpiοθέτουμε ότι το c2l+2 είναι ο συντελεστής του k2l+2
στο ανάpiτυγμα Taylor της συνάρτησης Dl(k). Μpiορούμε να υpiολογίσουμε αυτή τη
σταθερά αpiό το ασυμpiτωτικό ανάpiτυγμα τουDl(k) για k → 0. Οι σφαιρικές συναρτήσεις
Bessel ικανοpiοιούν
jl(kr) =
√
pi(kr)l
2l+1Γ(l + 3/2)(1 + O(k
2r2)), k → 0 (2.3.55)
και κάνοντας χρήση των (2.3.48) και (2.3.54) έχουμε ότι
yl(r) = jl(kr) +
k2
2
∫ r
0
∫ √rs
0
tm(t)√
rs
jl(ks)dtds+ O(kl+4). (2.3.56)
Μέσω της αντικατάστασης των (2.3.55) και (2.3.56) στην (2.3.49), έpiειτα αpiό ορισμένες
piράξεις καταλήγουμε στη σχέση
c2l+2
[
2l+1Γ(l + 3/2)√
pia(l−1)/2
]2
= a
∫ a
0
d
dr
(
1
2
√
rs
∫ √rs
0
tm(t)dt
)∣∣∣∣∣
r=a
slds
−l
∫ a
0
1
2
√
as
∫ √as
0
tm(t)dtslds+ a
l
2
∫ a
0
tm(t)dt.
(2.3.57)
Εναλλάσσοντας τη σειρά ολοκλήρωσης και κάνοντας αλλαγή μεταβλητής, η piαραpiάνω
σχέση αpiλοpiοιείται στη μορφή (βλ. piαράρτημα Αʹ.1)
c2l+2 =
pi
a2(2l+1Γ(l + 3/2))2
∫ a
0
t2l+2m(t)dt. (2.3.58)
Εpiίσης, σημειώνουμε ότι η jl είναι άρτια όταν το l είναι το άρτιο και piεριττή όταν το l
είναι piεριττό. ΄Ετσι, εφόσον το G είναι άρτιο και το γινόμενο δύο άρτιων ή δύο piεριττών
συναρτήσεων είναι άρτια, συμpiεραίνουμε ότι η Dl είναι άρτια συνάρτηση του k. Ακόμα,
εpiειδή οι jl και G είναι ακέραιες συναρτήσεις του k εκθετικού τύpiου, έτσι θα είναι
και η yl και άρα και η Dl. Αpiό την ασυμpiτωτική συμpiεριφορά (2.2.35) για k → ∞,
βλέpiουμε ότι η τάξη της Dl ως συνάρτηση του k είναι ίση με ένα, και άρα αpiό το
θεώρημα piαραγοντοpiοίησης του Hadamard (piαράρτημα, θεώρημα Αʹ.4.8)
Dl(k) = k2l+2c2l+2
∞∏
n=1
(
1− k
2
k2nl
)
(2.3.59)
όpiου η c2l+2 δίνεται αpiό τη (2.3.58) υpiό την piροϋpiόθεση ότι το m(r) δεν αλλάζει
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piρόσημο (piροκειμένου το c2l+2 6= 0 για κάθε l) και οι knl είναι οι μιγαδικές ιδιοτιμές
διαpiερατότητας στο δεξί ημιεpiίpiεδο.
Τώρα, υpiοθέτουμε ότι όλες οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας είναι γνωστές και άρα
Dl(k)
c2l+2
= k2l+2
∞∏
n=1
(
1− k
2
k2nl
)
(2.3.60)
το αριστερό μέρος της (2.3.60) θα είναι εpiίσης γνωστό. Εpiιpiλέον, ορίζουμε τις βοηθη-
τικές σταθερές
γl :=
1
c2l+2n(0)l/2+1/4
6= 0 (2.3.61)
και μpiορούμε να γράψουμε το ανάpiτυγμα (2.2.35) ως
Dl(k)
c2l+2
= γl
a2k
sin k(a− A) + O
(
ln k
k2
)
. (2.3.62)
΄Εpiειτα, ισχυριζόμαστε ότι εφόσον το αριστερό μέρος της (2.3.62) είναι γνωστό, θα είναι
γνωστές και οι σταθερές γl. Για να το δείξουμε αυτό, υpiοθέτουμε ότι για δύο δείκτες
διάθλασης n1 και n2, piου ικανοpiοιούν τις αpiαιτήσεις του θεωρήματος, αντιστοιχούν οι
ίδιες ιδιοτιμές διαpiερατότητας. Εάν συμβολίσουμε με Dli , c2l+2i , γli , Ai για i = 1, 2 τις
χαρακτηριστικές piοσότητες του κάθε piροβλήματος, εpiειδή
Dl1(k)
c2l+21
= Dl2(k)
c2l+22
έχουμε ότι
γl1 sin k(a− A1) = γl2 sin k(a− A2)
για k αρκούντως μεγάλο. Χρησιμοpiοιώντας ένα εpiιχείρημα γραμμικής ανεξαρτησίας για
τις ημιτονικές συναρτήσεις , καταλήγουμε στο ότι A1 = A2 και γl1 = γl2 .
Τελικά, αpiό τη σχέση (2.3.58) έχουμε ότι
∫ a
0
t2l+2m(t)dt = a
2(2l+1Γ(l + 3/2))2
n(0)l/2+1/4γlpi
. (2.3.63)
Αν το n(0) είναι δεδομένο, τότε το δεξί μέρος της (2.3.63) είναι γνωστό και ο δείκτης
διάθλασης piροσδιορίζεται μοναδικά εφαρμόζοντας το θεώρημα του Müntz [41] για τη C2
συνάρτηση m(t).
Σημείωση 2.3.2. Το θεώρημα του Müntz χρησιμοpiοιείται εpiίσης για την αpiόδειξη
της ύpiαρξης ενός αριθμήσιμου piλήθους ιδιοτιμών διαpiερατότητας εάν n ∈ C2[0, a] και ο
δείκτης n(r) δεν είναι ταυτοτικά ίσος με ένα ([38, θεώρημα 2.1]).
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2.3.2 Μοναδικότητα για τις ειδικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας
Στη συνέχεια, εξετάζουμε το αντίστροφο φασματικό piρόβλημα της εύρεσης του δείκτη
διάθλασης αpiό τις ειδικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας συμpiεριλαμβανομένων και των piολ-
λαpiλοτήτων, δηλαδή των ιδιοτιμών του (2.1.14)-(2.1.16). Παρακάτω piαρουσιάζουμε τα
κυριότερα αpiοτελέσματα για αυτό το piρόβλημα.
Το piρόβλημα αυτό μελετήθηκε αρχικά αpiό τους McLaughlin και Polyakov [72], (βλ.
εpiίσης [73, 74]). Ο δείκτης διάθλασης αpiαιτείται να ικανοpiοιεί : n ∈ C1(R), n′′ ∈ L2[0, a]
και Im(n(r)) = 0. Υpiό αυτές τις piροϋpiοθέσεις και δεδομένου ότι A 6= a, οι συγγραφείς
του [72, λήμμα 2] αpiέδειξαν την piαρακάτω ασυμpiτωτική σχέση για τις piραγματικές
ιδιοτιμές διαpiερατότητας
k2j =
j2pi2
(A− a)2 + O(1), j → +∞. (2.3.64)
Ως εκ τούτου, ο χρόνος μετακίνησης A μpiορεί να piροσδιοριστεί εφόσον οι piραγματικές
ιδιοτιμές του (2.1.14)-(2.1.16) είναι γνωστές. Εpiίσης, αpiέδειξαν ένα θεώρημα μοναδι-
κότητας για το αντίστροφο φασματικό piρόβλημα υpiό κάpiοιες piεριοριστικές υpiοθέσεις
για τον δείκτη n(r):
Θεώρημα 2.3.3. ([72, θεώρημα 3]) ΄Εστω n1(r), n2(r) ∈ C1(R) θετικές συναρτήσεις,
τέτοιες ώστε n′′i (r) ∈ L2[0, a] και ni(r) = 1 για r ≥ a (i = 1, 2). ΄Εστω Ai =∫ a
0
√
ni(r)dr > a είτε Ai < a για i = 1, 2. ΄Εστω εpiίσης ότι υpiάρχει M > 0 τέτοιο
ώστε όλες οι ιδιοτιμές του (2.1.14)− (2.1.16) για n1 και n2, οι οpiοίες είναι μεγαλύτερες
του M να συμpiίpiτουν. Τότε έχουμε ότι A1 = A2 και συμβολίζουμε με A την κοινή τους
τιμή.
Υpiοθέτουμε ότι υpiάρχει μία κοινή υpiακολουθία ιδιοτιμών του (2.1.14)−(2.1.16), k2j , j =
1, . . . ,∞ για n1 και n2 piου ικανοpiοιεί τις piαρακάτω υpiοθέσεις:
αʹ. υpiάρχει ένα m0 ∈ Z+ τέτοιο ώστε |k2j | < (m+ 1/2)2pi2/(A− a)2 για j = 1, . . . ,m
και m ≥ m0 και
βʹ. για j > m0 κάθε k2j είναι piραγματικός αριθμός και ικανοpiοιεί |k2j | > (m0 +
1/2)2pi2/(A− a)2.
Εάν εpiίσης
1. A ≤ a/3 ή,
2. A < a < 3A και n1(r) = n2(r) για r piου ικανοpiοιεί 0 ≤ ∫ ar √ni(r)dr ≤
(3A− a)/2 ή,
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3. A > a ≥ 0 και n1(r) = n2(r) για r piου ικανοpiοιεί 0 ≤ ∫ ar √ni(r)dr ≤ (A+a)/2
τότε n1(r) = n2(r).
Ορισμένα χρόνια αργότερα, οι Aktosun, Gintides και Papanikolaou [2] έδειξαν ότι οι
ειδικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας του (2.1.14)-(2.1.16) συμpiεριλαμβανομένων των piολ-
λαpiλοτήτων, piροσδιορίζουν μοναδικά το n(r) υpiό τη λιγότερο piεριοριστική συνθήκη
A < a:
Θεώρημα 2.3.4. ([2, θεώρημα 3.2]) Υpiοθέτουμε ότι n(r) ∈ C1(0, a) τέτοιο ώστε
n′′(r) ∈ L2(0, 1), Im(n(r)) = 0 και A < a. Τότε ο δείκτης n(r) piροσδιορίζεται μοναδικά
αpiό τις ιδιοτιμές του (2.1.14)− (2.1.16) και τις piολλαpiλότητές τους ως ρίζες του D0(k).
Η αpiόδειξη βασίζεται στην αpiλοpiοίηση του αντίστροφου piροβλήματος σε ένα κλασικό
αντίστροφο piρόβλημα τύpiου Sturm-Liouville, η οpiοία δεν μpiορεί να εφαρμοστεί όταν
A > a. Εpiιpiλέον, αpiοδεικνύεται ότι αν A = a, οι ιδιοτιμές μαζί με τη σταθερά της
αντίστοιχης piαραγοντοpiοίησης Hadamard της ορίζουσας, piροσδιορίζουν μοναδικά το
n(r). Πρόσφατα, οι Buterin, Yang και Yurko [10] αpiέδειξαν ότι το φάσμα μόνο του
(χωρίς τη σταθερά) δεν αρκεί για τον piροσδιορισμό του n(r) εάν A = a.
Μία συντομότερη αpiόδειξη του θεωρήματος 2.3.4, δόθηκε αpiό τους Colton και Leung
[35] (βλ. εpiίσης [12, κεφ. 9.4]) υpiό την piροϋpiόθεση ότι n ∈ C2[0, a], 0 < n < 1 και
με δεδομένο ότι το n(0) είναι γνωστό. Στη συνέχεια piαρουσιάζουμε τις βασικές ιδέες
αυτής της αpiόδειξης.
Θεώρημα 2.3.5. Υpiοθέτουμε ότι n ∈ C2[0, a], n(a) = 1, n′(a) = 0 και το n(0)
είναι γνωστό. Τότε αν 0 < n(r) < 1 για r ∈ (0, a), οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας (συ-
μpiεριλαμβανομένων των piολλαpiλοτήτων) piροσδιορίζουν μοναδικά τον δείκτη διάθλασης
n(r).
Αpiόδειξη. Βασιζόμενοι στη θεωρία των τελεστών μετασχηματισμού (transformation
operators, [12, κεφ. 9.2]), μpiορούμε να αναpiαραστήσουμε τη λύση του (2.2.38)-(2.2.39)
στη μορφή
z(ξ) = 1
n(0)1/4
[
sin kξ
k
+
∫ ξ
0
K(ξ, t)sin kt
k
dt
]
, 0 ≤ ξ ≤ A (2.3.65)
όpiου το K(ξ, t) είναι η μοναδική λύση για το piρόβλημα
Kξξ −Ktt − p(ξ)K = 0, 0 < t < ξ < A
K(ξ, ξ) = 12
∫ ξ
0
p(s)ds, 0 ≤ ξ ≤ A
K(ξ, 0) = 0, 0 ≤ ξ ≤ A.
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Η ύpiαρξη ενός τέτοιου K αpiοδεικνύεται χρησιμοpiοιώντας τη μέθοδο των διαδοχικών
piροσεγγίσεων. Τώρα, δοθέντος ότι n(a) = 1 και n′(a) = 0 καταλήγουμε ότι η λύση του
(2.2.36)-(2.2.37) ικανοpiοιεί:
y0(a) =
1
n(0)1/4
[
sin kA
k
+
∫ A
0
K(A, t)sin kt
k
dt
]
, (2.3.66)
y′0(a) =
1
n(0)1/4
[
cos kA+ sin kA2k
∫ A
0
p(s)ds+
∫ A
0
Kξ(A, t)
sin kt
k
dt
]
. (2.3.67)
Υpiενθυμίζουμε ότι η χαρακτηριστική εξίσωση ικανοpiοιεί
D0(k) =
1
a2kn(0)1/4 sin k (a− A) + O
( 1
k2
)
και αpiό την piαραγοντοpiοίηση Hadamard (2.3.59) έχουμε την αναpiαράσταση
D0(k) = c0k2
∞∏
n=1
(
1− k
2
k2n0
)
.
Η ορίζουσα έχει μία ρίζα τάξης 2 στο μηδέν, υpiό την piροϋpiόθεση ότι
∫ a
0 t
2m(t)dt 6= 0
και το c0 δίνεται αpiό τη (2.3.58). Ακολουθώντας αντίστοιχα εpiιχειρήματα με το θεώρημα
2.3.1, αν το n(0) και οι ειδικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας {kn0}∞n=1 (μαζί με τις piολλα-
piλότητες) είναι δεδομένα, τότε τα c0, A και ως αpiοτέλεσμα και το D0(k) είναι εpiίσης
γνωστά.
Εpiιpiλέον, εφόσον το D0(k) ικανοpiοιεί
D0(k) =
sin ka
k
y′0(a)− cos ka y0(a),
υpiολογίζοντας το D0(k) στα k = mpi/a, m = 1, 2, . . . έχουμε
mpi
a
D0
(
mpi
a
)
= (−1)
m+1
n(0)1/4
[
sin mpiA
a
+
∫ A
0
K(A, t) sin mpit
a
dt
]
.
Εpiίσης, εpiειδή το {sin mpit
a
}∞m=1 αpiοτελεί ένα piλήρες σύνολο στον χώρο L2[0, A] αν
το A < a ([94, σελ. 97]) και χρησιμοpiοιώντας το γεγονός ότι τα n(0), A και D0
είναι γνωστά, συμpiεραίνουμε ότι το K(A, t) piροσδιορίζεται μοναδικά. Χρησιμοpiοιούμε
piαρόμοια εpiιχειρήματα για τα k = mpi/A, m = 1, 2, . . . . Αpiό τη σχέση (2.3.67) έχουμε
mpi
A
D0
(
mpi
A
)
= −y0(a)mpi
A
cos mpia
A
+
sin mpia
A
n(0)1/4
[
(−1)m + A
mpi
∫ A
0
Kξ(A, t) sin
mpit
A
dt
]
.
Αpiό την piληρότητα των {sin mpit
A
}∞m=1 στον L2[0, A] και εpiειδή το y0(a) είναι γνωστό,
καταλήγουμε ότι το Kξ(A, t) piροσδιορίζεται κατά μοναδικό τρόpiο. Αpiό το [80] (βλ. ε-
piίσης [63, κεφ. 4.7]) piροκύpiτει ότι τα δεδομένα CauchyK(A, t), Kξ(A, t) piροσδιορίζουν
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μοναδικά το p(ξ) για 0 ≤ ξ ≤ A.
Στη συνέχεια υpiοθέτουμε ότι δύο δείκτες διάθλασης n1 και n2, οι οpiοίοι ικανοpiοιούν
τις υpiοθέσεις του θεωρήματος, έχουν ίδιες ιδιοτιμές και piολλαpiλότητες. Σε αυτή την
piερίpiτωση, αpiό τους piαραpiάνω συλλογισμούς έχουμε ότι p(ξ1) = p(ξ2) για δεδομένο r
όpiου
ξi =
∫ r
0
√
ni(t)dt, i = 1, 2.
Αpiό τον ορισμό του p(ξ) στη σχέση (2.2.40), εφόσον n1(a) = n2(a) = 1 και n′1(a) =
n′2(a) = 0, έχουμε ότι οι συναρτήσεις n
1/4
1 (r(ξ1)) και n
1/4
2 (r(ξ2)) ικανοpiοιούν
d2n1/4i
dξ2i
− p(ξi)n1/4i = 0, 0 ≤ ξi ≤ A,
n
1/4
i (r(A)) = 1,
dn1/4i (r(A))
dξi
= 0.
για i = 1, 2. Αpiό το θεώρημα μοναδικότητας για piροβλήματα αρχικών τιμών των συ-
νήθων διαφορικών εξισώσεων καταλήγουμε ότι n1(ξ1) = n2(ξ2) για κάθε δεδομένο r.
Τέλος, λαμβάνοντας υpiόψη ότι τα ri = r(ξi) ικανοpiοιούν
dri
dξi
= 1√
ni(ξi)
, 0 ≤ ξi ≤ A,
ri(0) = 0
για i = 1, 2, και χρησιμοpiοιώντας και piάλι τη μοναδικότητα για το piρόβλημα αρχικών
τιμών συμpiεραίνουμε ότι r(ξ1) = r(ξ2). Αυτό συνεpiάγεται ότι ξ1 = ξ2 και άρα n1 = n2.
Σημείωση 2.3.6. Σημειώνουμε ότι η συνθήκη 0 < n(r) < 1 piου χρησιμοpiοιήσαμε
στο piαραpiάνω θεώρημα είναι κατά κάpiοιο τρόpiο piιο ισχυρή αpiό τη συνθήκη 0 < A < a
του θεωρήματος 2.3.4.
Για piεραιτέρω ζητήματα σχετικά με το αντίστροφο φασματικό piρόβλημα για ιδιοτιμές
διαpiερατότητας piαραpiέμpiουμε στα [4, 9, 88, 91, 92].
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2.4 Μιγαδικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας
΄Οpiως έχουμε ήδη αναφέρει, το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας είναι μη αυτοσυζυ-
γές και άρα μpiορούν να υpiάρχουν και μιγαδικές ιδιοτιμές. Σημειώνουμε ότι οι μιγαδικές
ιδιοτιμές δεν μpiορούν να μετρηθούν αpiό δεδομένα σκέδασης ή άλλες μεθόδους μέχρι
τώρα. Εφόσον μόνο piραγματικές ιδιοτιμές μpiορούν να piροσδιοριστούν, ενδιαφερόμαστε
για την ύpiαρξη μιγαδικών ιδιοτιμών ή τις συνθήκες υpiό τις οpiοίες δεν υpiάρχουν κα-
θόλου μιγαδικές ιδιοτιμές. Θεωρούμε χωρία στο R2 και στο R3 και εξετάζουμε τόσο την
piερίpiτωση του σταθερού όσο και του μεταβλητού δείκτη διάθλασης.
2.4.1 Μιγαδικές ιδιοτιμές στο R2
΄Ενα piρώτο αpiοτέλεσμα ύpiαρξης μιγαδικών ιδιοτιμών δόθηκε αpiό τους Cakoni, Colton
και Gintides [14, piαράγραφος 2.2], για την αpiλή piερίpiτωση του μοναδιαίου δίσκου στο
R2 με σταθερό δείκτη διάθλασης n 6= 1, αρκούντως μικρό. Το εσωτερικό piρόβλημα
διαpiερατότητας (2.1.1) - (2.1.4), για σφαιρικά συμμετρικές ιδιοσυναρτήσεις σε αυτή την
piερίpiτωση γράφεται ως:
wrr +
1
r
wr + k2nw = 0, 0 ≤ r ≤ 1, (2.4.68)
vrr +
1
r
vr + k2v = 0, 0 ≤ r ≤ 1, (2.4.69)
w(1) = v(1) (2.4.70)
wr(1) = vr(1). (2.4.71)
Θεώρημα 2.4.1. Θεωρούμε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας (2.1.1)− (2.1.4)
όpiου το χωρίο είναι η μοναδιαία μpiαλα του R2. Εάν ο δείκτης διάθλασης είναι μία σταθερά
n > 1 αρκετά μικρή, τότε υpiάρχουν μιγαδικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας.
Αpiόδειξη. ΄Εστω ότι Ba είναι η μοναδιαία μpiάλα του R2 και εpiίσης υpiοθέτουμε ότι ο
δείκτης διάθλασης είναι μία θετική σταθερά. Οι λύσεις των εξισώσεων Helmholtz (2.1.1)
και (2.1.2) είναι
w(r) = Jm(k
√
nr) sinmr, w(r) = Jm(k
√
nr) cosmr, m = 0, 1, . . .
και
v(r) = Jm(kr) sinmr, v(r) = Jm(kr) cosmr, m = 0, 1, . . .
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αντίστοιχα. Υpiοθέτουμε μόνο σφαιρικά συμμετρικές λύσεις δηλαδήm = 0. Η αντίστοιχη
χαρακτηριστική ορίζουσα είναι
D0(k) = det
(
J0(kr) J0(k
√
nr)
J ′0(kr) J ′0(k
√
nr)
)
= 0, για r = 1.
΄Ετσι, το k είναι μία ιδιοτιμή διαpiερατότητας αν και μόνο αν
D0(k) = k(J1(k)J0(k
√
n)−√nJ0(k)J1(k
√
n) = 0, (2.4.72)
όpiου χρησιμοpiοιήσαμε ότι J ′0(kr) = −kJ1(kr). Τώρα, αν θεωρήσουμε τη D0 ως μία
συνάρτηση δύο μεταβλητών, D0(k,
√
n), και την piαραγωγίσουμε ως piρος
√
n έχουμε
D′0(k,
√
n)|√n=1 = k(kJ1(k)J ′0(k)− J0(k)J1(k)− kJ0(k)J ′1(k))
Εpiιpiλέον, χρησιμοpiοιώντας ότι ddt(tJ1(t)) = tJ0(t) piροκύpiτει ότι
−kJ0(k)J1(k)− k2J0(k)J ′1(k) = −k2J0(k)
(
J1(k)
k
+ J ′1(k)
)
= −k2J20 (k)
και άρα
D′0(k,
√
n)|√n=1 = −k2(J21 (k) + J20 (k))
ή ισοδύναμα
f(k) := lim√
n→1+
D0(k,
√
n)−D0(k, 1)√
n− 1 = −k
2(J21 (k) + J20 (k)). (2.4.73)
Δεδομένου ότι οι συναρτήσεις J0(k) και J1(k) δεν έχουν κοινές ρίζες, η f(k) είναι αυ-
στηρά αρνητική για k 6= 0 και οι μόνες piιθανές ρίζες της f(k) είναι μιγαδικές. Εpiειδή
η f(k) είναι μία άρτια ακέραια συνάρτηση εκθετικού τύpiου, αpiό το θεώρημα piαραγο-
ντοpiοίησης του Hadamard, θα έχει έναν άpiειρο αριθμό μιγαδικών ριζών. Εpiιpiλέον, η
σύγκλιση στη σχέση (2.4.73) είναι ομοιόμορφη στα συμpiαγή υpiοσύνολα του C εpiειδή η
ακολουθία στο δεξί μέλος του ορίου είναι τοpiικά ομοιόμορφα φραγμένη στα συμpiαγή υ-
piοσύνολα (θεώρημα του Montel, [32, σελ. 213]). Τέλος, εφαρμόζοντας το θεώρημα του
Hurwitz ([32, σελ. 213]), δεδομένου ότι η f(k) είναι μη σταθερή αναλυτική συνάρτηση,
για κάθε ρίζα k0 του f(k) και για κάθε ε > 0 μικρό, συμpiεραίνουμε ότι η D0(k) έχει μία
(μιγαδική) ρίζα στο δίσκο |k−k0| < ε για n αρκούντως κοντά στο 1. Αυτό ολοκληρώνει
την αpiόδειξη.
Αργότερα, οι Colton και Leung αpiέδειξαν ότι υpiάρχουν μιγαδικές ιδιοτιμές στο R2 για
σταθερό n, όχι αpiαραίτητα μικρό.
Θεώρημα 2.4.2. ([69, θεώρημα 2.4]) ΄Εστω ότι ο δείκτης n = n(r) είναι μία θετική
σταθερά, όχι ίση με 1. Τότε υpiάρχει ένας άpiειρος αριθμός αpiό μιγαδικές ιδιοτιμές για
το (2.4.68)− (2.4.71).
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2.4.2 Μιγαδικές ιδιοτιμές στο R3
Παρουσιάζουμε τα κυριότερα αpiοτελέσματα όσον αφορά την ύpiαρξη και την κατανομή
των μιγαδικών ιδιοτιμών για τη μοναδιαία μpiάλα του R3. Αν ο δείκτης διάθλασης ε-
ίναι σταθερός και οι ιδιοσυναρτήσεις είναι σφαιρικά συμμετρικές, έχουμε το piαρακάτω
αpiοτέλεσμα [69]:
Θεώρημα 2.4.3. Εάν το n είναι θετικός ακέραιος όχι ίσος με ένα τότε όλες οι ιδιοτιμές
διαpiερατότητας piου αντιστοιχούν σε σφαιρικά συμμετρικές ιδιοσυναρτήσεις είναι piραγ-
ματικές. Αpiό την άλλη, αν το n είναι ένας ρητός θετικός αριθμός n = p/q τέτοιος ώστε
είτε q < p < 2q ή p < q < 2p τότε υpiάρχουν άpiειρες μιγαδικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας.
Για την piερίpiτωση του μεταβλητού δείκτη διάθλασης, στην εργασία [69, θεώρημα 4.2],
οι συγγραφείς έδειξαν την ύpiαρξη μιγαδικών ιδιοτιμών υpiό κάpiοιους piεριορισμούς στο
n(r). Ακόμα, οι Colton και Leung μελέτησαν την κατανομή των ιδιοτιμών στο μιγαδικό
εpiίpiεδο :
Θεώρημα 2.4.4. ([35, θεώρημα 2.1]) Υpiοθέτουμε ότι n(1) 6= 1 και n ∈ C2[0, 1].
Τότε, αν υpiάρχουν μιγαδικές ιδιοτιμές, θα βρίσκονται σε μία λωρίδα piαράλληλη στον
piραγματικό άξονα.
Πρόσφατα, οι Colton, Leung και Meng [36] εξέτασαν την ύpiαρξη και την κατανομή των
μιγαδικών ιδιοτιμών σε σχέση με την τιμή του χρόνου μετακίνησης A =
∫ 1
0
√
n(t)dt και
των τιμών του n(r) στο σύνορο, δηλ. των n(1), n′(1) και n′′(1).
Θεώρημα 2.4.5. ([36, θεώρημα 4.1]) Υpiοθέτουμε ότι ο δείκτης διάθλασης n ∈ C2[0, 1]
με n(1) = 1, n′(1) = 0 και A 6= 1. Τότε, υpiό την piεραιτέρω piροϋpiόθεση ότι n′′(1) 6= 0,
η ακέραια συνάρτηση D0(k) έχει άpiειρες μη piραγματικές και άpiειρες piραγματικές ρίζες.
Εpiίσης, σε αντίθεση με το θεώρημα 2.4.4, αpiό την ίδια εργασία έχουμε:
Θεώρημα 2.4.6. ([36, θεώρημα 4.2]) Υpiοθέτουμε ότι ο δείκτης διάθλασης n ∈ C2[0, 1]
με n(1) = 1 και A 6= 1. Εάν είτε το n′(1) ή το n′′(1) είναι μη μηδενικό, οι ρίζες της
D0(k) δεν βρίσκονται σε μία φραγμένη λωρίδα, piαράλληλη του piραγματικού άξονα.
Τέλος, για την piερίpiτωση A = 1 έχουμε το ακόλουθο θεώρημα
Θεώρημα 2.4.7. ([36, θεώρημα 5.1]) ΄Εστω ότι ο δείκτης διάθλασης n ∈ C2[0, 1].
Υpiοθέτουμε ότι A = 1 και n(1) 6= 1. Τότε υpiάρχουν το piολύ piεpiερασμένες σε piλήθος
μιγαδικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας. Παρόλα αυτά, αν A = 1 και n(1) = 1, τότε είναι
δυνατό να έχουμε μόνο piεpiερασμένες σε piλήθος piραγματικές ιδιοτιμές.
Για το μονοδιάστατο piρόβλημα και ορισμένα ακόμα αpiοτελέσματα piαραpiέμpiουμε στα
[34, 86, 97].
3Το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας
σε σφαιρικά διαστρωματωμένο μέσο με
ασυνεχή δείκτη διάθλασης
Διατυpiώνουμε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας για έναν σφαιρικά συμμετρικό και
ασυνεχή δείκτη διάθλασης και τα αντίστοιχα βοηθητικά piροβλήματα αρχικών τιμών [47].
Μελετάμε τις ιδιότητες των λύσεων των piροβλημάτων αρχικών τιμών και την ασυμpiτω-
τική συμpiεριφορά των οριζουσών. Στη συνέχεια εξετάζουμε το κατά piόσο οι ιδιοτιμές
piου αντιστοιχούν σε σφαιρικά συμμετρικές ιδιοσυναρτήσεις μpiορούν να piροσδιορίσουν
κάpiοια αpi΄ τα χαρακτηριστικά του ασυνεχή δείκτη διάθλασης. Αpiοδεικνύουμε ότι αpiό
τη γνώση όλων των ιδιοτιμών και των piολλαpiλοτήτων τους μpiορούμε να piροσδιορίσουμε
κατά μοναδικό τρόpiο τον δείκτη. Τέλος, piροσδιορίζουμε την ασυμpiτωτική συμpiεριφορά
των piραγματικών ιδιοτιμών διαpiερατότητας με τη μορφή μίας ασυμpiτωτικής ανισότητας
και piαρουσιάζουμε ένα piαράδειγμα το οpiοίο δείχνει ότι εν γένει οι ιδιοτιμές δεν έχουν
ασυμpiτωτικό τύpiο.
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3. Το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας σε σφαιρικά διαστρωματωμένο μέσο
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3.1 Διατύpiωση του piροβλήματος
Θεωρούμε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας (2.1.1) - (2.1.4) για τη μοναδιαία
μpiάλα του R3, δηλαδή a = 1, όpiου ο αντίστοιχος δείκτης διάθλασης είναι ασυνεχής
σε ένα σημείο d ∈ (0, 1), βλ. σχήμα 3.1. Ακολουθούμε ανάλογα εpiιχειρήματα με το
piροηγούμενο κεφάλαιο, αλλά η piαρούσα διαδικασία είναι piιο piερίpiλοκη. Υpiοθέτουμε ότι
ο δείκτης διάθλασης ικανοpiοιεί:
n(r) > 0, Im(n(r)) = 0, n(r) = 1 για r ≥ 1, και n′(1) = 0. (3.1.1)
Εpiίσης, η συνάρτηση n(r) είναι C2 σε κάθε [0, d), (d,∞) και τα piλευρικά όρια στο d
είναι piεpiερασμένα. Ορίζουμε τις piαρακάτω συνθήκες άλματος:
n(d+) = an(d−) (3.1.2)
n′(d+) = a−1n′(d−) + bn(d−) (3.1.3)
όpiου οι σταθερές a και b ικανοpiοιούν:
a > 0, |a− 1|+ |b| > 0 (3.1.4)
(σημειώνουμε ότι το μέγεθος της ασυνέχειας a είναι διαφορετικό αpiό την ακτίνα της
μpiάλας Ba). Η υpiόθεση (3.1.4) εξασφαλίζει ότι το n ή/και το n′ είναι ασυνεχές στο d.
n(r)
0
d r1
1
Σχήμα 3.1: Ο ασυνεχής δείκτης διάθλασης
Χρησιμοpiοιώντας χωρισμό μεταβλητών, καταλήγουμε σε ένα piρόβλημα συνοριακών τι-
μών ανάλογο του (2.1.11) - (2.1.13) για το yl(r):
y′′l (r) +
(
k2n(r)− l(l + 1)
r2
)
yl(r) = 0 για 0 < r < 1, r 6= d (3.1.5)
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lim
r→0
(
yl(r)
r
− jl(kr)
)
= 0, (3.1.6)
Dl(k) := det

yl(r)
r
−jl(kr)
d
dr
(
yl(r)
r
)
− ddrjl(kr)
 = 0 για r = 1, (3.1.7)
και άμα χρησιμοpiοιήσουμε τον μετασχηματισμό Liouville (2.2.17), καταλήγουμε στο
piρόβλημα:
d2z(ξ)
dξ2 +
(
k2 − l(l + 1)
ξ2
− g(ξ)
)
z(ξ) = 0 για 0 < ξ < A (3.1.8)
όpiου
g(ξ) := l(l + 1)
r2n(r) −
l(l + 1)
ξ2
+ n
′′(r)
4n(r)2 −
5
16
n′(r)2
n(r)3 .
Ο χρόνος μετακίνησης δίνεται αpiό τη σχέση
A :=
∫ 1
0
√
n(t)dt (3.1.9)
όpiου εpiίσης ορίζουμε το σχετικό χρόνο μετακίνησης
d˜ :=
∫ d
0
√
n(t)dt. (3.1.10)
Σημειώνουμε εδώ ότι για το ασυνεχές piρόβλημα, η συνάρτηση g(ξ) δεν ορίζεται στο
ξ = d˜. Δεδομένου ότι n(r) > 0 για r ≥ 0, ο μετασχηματισμός Liouville είναι αντι-
στρέψιμος και το g είναι καλά ορισμένο σε κάθε διάστημα (0, d˜), (d˜,∞) και είναι μία
κατά τμήματα συνεχής συνάρτηση για r > 0. ΄Αρα, ο μετασχηματισμός Liouville μpiο-
ρεί να χρησιμοpiοιηθεί μόνο τοpiικά, σε κάθε διάστημα (0, d) και (d,∞), [3]. Εpiιpiλέον,
εφόσον n(r) = 1 για r ≥ 1 έχουμε
∫ A
0
ξ|g(ξ)|dξ <∞ και
∫ ∞
A
|g(ξ)|dξ <∞ (3.1.11)
Το ακόλουθο λήμμα μας εξασφαλίζει ότι η z είναι ασυνεχής στο ξ = d˜ ακόμα και αν η
yl είναι συνεχής στο r = d.
Λήμμα 3.1.1. Η λύση z(ξ) του μετασχηματισμένου piροβλήματος (3.1.8), είναι ασυ-
νεχής στο ξ = d˜ και ικανοpiοιεί τις συνθήκες άλματος:
z(d˜+) = a˜z(d˜−) (3.1.12)
dz(d˜+)
dξ = a˜
−1 dz(d˜−)
dξ + b˜z(d˜
−) (3.1.13)
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όpiου:
a˜ := a1/4 (3.1.14)
b˜ := 14
[
n′(d+)
n(d+)3/2 a˜−
n′(d−)
n(d−)5/4n(d+)1/4
]
. (3.1.15)
Αpiόδειξη. Εφόσον η yl είναι συνεχής στο r=d έχουμε ότι yl(d+)=yl(d−) και αpiό τη
(2.2.17), z(d˜+)/n(d+)1/4 =z(d˜−)/n(d−)1/4. ΄Αρα, z(d˜+)=z(d˜−)n(d+)1/4/n(d−)1/4 το
οpiοίο συνεpiάγεται ότι
z(d˜+) = a˜z(d˜−) όpiου a˜ = n(d
+)1/4
n(d−)1/4 = a
1/4. (3.1.16)
Παράλληλα, χρησιμοpiοιώντας τον κανόνα αλυσίδας έχουμε:
y′l(r) =
dz(ξ)
dξ n(r)
1/4 − 14z(ξ)
n′(r)
n(r)5/4 . (3.1.17)
Αpiό τη συνέχεια της y′l στο r = d έχουμε y′l(d+) = y′l(d−) και αpiό τη (3.1.17)
dz(d˜+)
dξ n(d
+)1/4 − 14z(d˜
+) n
′(d+)
n(d+)5/4 =
dz(d˜−)
dξ n(d
−)1/4 − 14z(d˜
−) n
′(d−)
n(d−)5/4
΄Ετσι,
dz(d˜+)
dξ =
dz(d˜−)
dξ
n(d−)1/4
n(d+)1/4 −
1
4z(d˜
−) n
′(d−)
n(d+)1/4n(d−)5/4 +
1
4z(d˜
+) n
′(d+)
n(d+)1/4n(d+)5/4
Τώρα, χρησιμοpiοιώντας τις (3.1.12) και (3.1.16) συμpiεραίνουμε ότι
dz(d˜+)
dξ =
dz(d˜−)
dξ a˜
−1 + z(d˜−)
[
1
4
n′(d+)
n(d+)3/2 a˜−
1
4
n′(d−)
n(d−)5/4n(d+)1/4
]
.
Εpiιpiρόσθετα, η σχέση ασυνέχειας (3.1.4) συνεpiάγεται έναν αντίστοιχο piεριορισμό για
τις σταθερές a˜ και b˜ στο μετασχηματισμένο piρόβλημα.
Λήμμα 3.1.2. Η ύpiαρξη μίας ασυνέχειας στον δείκτη διάθλασης, της μορφής (3.1.4)
συνεpiάγεται ότι
|a˜− 1|+ |b˜| > 0 (3.1.18)
για το μετασχηματισμένο piρόβλημα.
Αpiόδειξη. Αpiό τις σχέσεις (3.1.3) και (3.1.15) έχουμε
b˜ = 14
a1/4
n(d+)3/2
(
bn(d−) + a−1n′(d−)
)
− 14
n′(d−)
n(d−)5/4n(d+)1/4
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και με βάση τη (3.1.2) καταλήγουμε ότι
b˜ = 14b
n(d−)3/4
n(d+)5/4 +
1
4n
′(d−)
(
1
n(d+)3/2a3/4 −
1
n(d−)5/4n(d+)1/4
)
(3.1.19)
Τώρα, ο τελευταίος όρος της (3.1.19) μας δίνει
1
n(d+)3/2a3/4 −
1
n(d−)5/4n(d+)1/4 =
n(d−)3/4
n(d+)3/2n(d+)3/4 −
1
n(d−)5/4n(d+)1/4
= n(d
−)3/4
n(d+)9/4 −
1
n(d−)5/4n(d+)1/4
= n(d
−)8/4 − n(d+)8/4
n(d−)5/4n(d+)9/4
= n(d
−)2(1− a2)
n(d−)5/4n(d+)9/4
= n(d
−)3/4
n(d+)9/4 (1− a
2)
και η σχέση (3.1.19) γίνεται
b˜ = 14b
n(d−)3/4
n(d+)5/4 +
1
4n
′(d−)n(d
−)3/4
n(d+)9/4 (1− a
2) (3.1.20)
΄Εστω ότι |a− 1|+ |b| > 0, τότε a 6= 1 ή b 6= 0. Στην piερίpiτωση όpiου a 6= 1 και b 6= 0
τότε αpiό τις εξισώσεις (3.1.16) και (3.1.20) έχουμε ότι |a˜ − 1| + |b˜| > 0. ΄Εστω τώρα
ότι a = 1 και b 6= 0. Τότε η (3.1.16) συνεpiάγεται ότι a˜ = 1 και η (3.1.20) ότι b˜ 6= 0 και
άρα |a˜− 1|+ |b˜| > 0. Με piαρόμοια εpiιχειρήματα, εάν b = 0 και a 6= 1 καταλήγουμε ότι
|a˜− 1|+ |b˜| > 0.
3.2 Ιδιότητες των ιδιοσυναρτήσεων και των οριζουσών
Στη συνέχεια μελετάμε τις ιδιότητες των λύσεων yl(r) και z(ξ) για το ασυνεχές piρόβλη-
μα. Κάνοντας αντίστοιχους συλλογισμούς με το συνεχές piρόβλημα, διακρίνουμε δύο
διαφορετικές piεριpiτώσεις. Πρώτα εξετάζουμε την piερίpiτωση l= 0, η οpiοία αντιστοιχεί
στο εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας με σφαιρικά συμμετρικές ιδιοσυναρτήσεις. Στη
συνέχεια, αναζητούμε λύσεις piου εξαρτώνται τόσο αpiό το r όσο και αpiό το θ, δηλαδή
για l ≥ 1, και μελετάμε την ασυμpiτωτική συμpiεριφορά τους για μεγάλα k. Βασιζόμενοι
σε αυτές τις ασυμpiτωτικές εκτιμήσεις καταλήγουμε στο ασυμpiτωτικό ανάpiτυγμα για τις
ορίζουσες (3.1.7), το οpiοίο χρειάζεται για το αντίστροφο piρόβλημα.
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3.2.1 Η piερίpiτωση l = 0
Για την ειδική piερίpiτωση του (2.1.1)-(2.1.4), όpiου θεωρούμε μόνο τις σφαιρικά συμμε-
τρικές ιδιοσυναρτήσεις, το αντίστοιχο piρόβλημα συνοριακών τιμών είναι ισοδύναμο με
το piαρακάτω piρόβλημα ιδιοτιμών τύpiου Sturm-Liouville
y′′0(r) + k2n(r)y0(r) = 0, 0 < r < 1, r 6= d (3.2.21)
y0(0) = 0, (3.2.22)
D0(k) =
sin k
k
y′0(1)− cos ky0(1) = 0 (3.2.23)
΄Εστω ότι y0(r) = y0(r; k) είναι η μοναδική λύση του piροβλήματος αρχικών τιμών:
y′′0(r) + k2n(r)y0(r) = 0, 0 < r < 1 (3.2.24)
y0(0) = 0, y′0(0) = 1 (3.2.25)
Χρησιμοpiοιώντας τον μετασχηματισμό Liouville (2.2.17), το piρόβλημα αρχικών τιμών
γράφεται στη μορφή (2.2.38)-(2.2.39), όpiου τώρα το p(ξ) είναι κατά τμήματα συνεχής
συνάρτηση. Για τη διερεύνηση των ιδιοτήτων της y0(r), θεωρούμε τη λύση z(ξ) η οpiοία
ικανοpiοιεί τις συνθήκες άλματος (3.1.12)-(3.1.13). Βασιζόμαστε στην εργασία του Hald
[54] για το piρόβλημα ιδιοτιμών Sturm-Liouville, και την piροσαρμόζουμε στο ασυνεχές
piρόβλημα ιδιοτιμών διαpiερατότητας.
Πρόταση 3.2.1. Η συνάρτηση z(ξ) ικανοpiοιεί τις piαρακάτω ολοκληρωτικές εξισώσεις
Volterra:
z(ξ) = sin kξ
kn(0)1/4 +
∫ ξ
0
p(t)sin k(ξ − t)
k
z(t)dt, 0 ≤ ξ < d˜ (3.2.26)
z(ξ) = 1
kn(0)1/4
[
a˜ sin kd˜ cos k(ξ − d˜) + a˜−1 cos kd˜ sin k(ξ − d˜) + b˜
k
sin kd˜ sin k(ξ − d˜)
]
+1
k
∫ d˜
0
a˜ sin k(d˜− t) cos k(ξ − d˜) + a˜−1 cos k(d˜− t) sin k(ξ − d˜)
+ b˜
k
sin k(d˜− t) sin k(ξ − d˜)
p(t)z(t)dt+ ∫ ξ
d˜
p(t)sin k(ξ − t)
k
z(t)dt, d˜ < ξ ≤ A
(3.2.27)
Αpiόδειξη. Για ξ < d˜ έχουμε ότι η z ικανοpiοιεί τη (3.2.26) εφόσον αυτή η piερίpiτω-
ση αντιστοιχεί στο συνεχές piρόβλημα. Για ξ > d˜, ακολουθώντας την εργασία [54],
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piολλαpiλασιάζουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης (2.2.38) με μία συνάρτηση G(ξ, t), ο-
λοκληρώνουμε ως piρος t αpiό d˜ έως ξ και χρησιμοpiοιούμε ολοκλήρωση κατά μέρη δύο
φορές. Αυτό μας οδηγεί στην αναpiαράσταση:
dz(ξ)
dξ G(ξ, ξ)−
dz(d˜+)
dξ G(ξ, d˜)− z(ξ)Gt(ξ, ξ) + z(d˜
+)Gt(ξ, d˜)
+
∫ ξ
d˜
z(t)
(
Gtt + k2G
)
dt =
∫ ξ
d˜
p(t)G(ξ, t)z(t)dt.
΄Αμα εpiιλύσουμε τη διαφορική εξίσωση Gtt + k2G = 0 με τις κατάλληλες συνθήκες
G(ξ, ξ) = 0 και Gt(ξ, ξ) = −1, καταλήγουμε ότι:
z(ξ) = −z(d˜+)Gt(ξ, d˜) + dz(d˜
+)
dξ G(ξ, d˜) +
∫ ξ
d˜
p(t)G(ξ, t)z(t)dt (3.2.28)
Χρησιμοpiοιώντας τώρα τις συνθήκες άλματος (3.1.12)-(3.1.13), piαίρνουμε την ολοκλη-
ρωτική εξίσωση Volterra (3.2.27).
Η piροηγούμενη piρόταση μας εξασφαλίζει ότι η λύση z ικανοpiοιεί μία εξίσωση Volterra
για ξ 6= d˜, όpiου ο μη ομογενής όρος είναι ασυνεχής στο ξ = d˜. Παρόλα αυτά, η y0
είναι συνεχής στο r = d και ικανοpiοιεί τις εξισώσεις Volterra (3.2.26)-(3.2.27) για
y0(r) = z(ξ)n(r)−1/4.
Στη συνέχεια εξετάζουμε με piοιο τρόpiο η λύση z εξαρτάται αpiό το k, και την αντίστοιχη
ασυμpiτωτική συμpiεριφορά για μεγάλες τιμές του k. Χρησιμοpiοιούμε το piαρακάτω λήμμα
το οpiοίο μpiορεί να βρεθεί στην εργασία [54, λήμμα 1].
Λήμμα 3.2.2. Θεωρούμε την ολοκληρωτική εξίσωση
u(x)−
∫ x
a
K(x, t)p(t)u(t)dt = f(x)
όpiου οι f και K είναι συνεχείς και η p είναι ολοκληρώσιμη. Αυτή η εξίσωση έχει μία
μοναδική λύση u η οpiοία είναι συνεχής και ικανοpiοιεί
|u(x)| ≤M(x)eL(x)ρ(x),
όpiου
M(x) = max
a≤t≤x
|f(t)|, L(x) = max
a≤t≤x
|K(x, t)| και ρ(x) =
∫ x
a
|p(t)|dt.
Πρόταση 3.2.3. ΄Εστω z η λύση των εξισώσεων (3.2.26) και (3.2.27) σε κάθε
διάστημα αντίστοιχα. Τότε, κάθε κλάδος της z είναι μία ακέραια συνάρτηση του k2 της
τάξης 1/2.
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Αpiόδειξη. ΄Εστω k = σ + iτ και |τ | = |Im(k)| := ν. Ξαναγράφουμε τη (3.2.26) ως
e−νξz(ξ) = sin kξ
kn(0)1/4 e
−νξ +
∫ ξ
0
p(t)sin k(ξ − t)
k
e−ν(ξ−t)e−νtz(t)dt
Εpiίσης, οι μιγαδικές τριγωνομετρικές συναρτήσεις ικανοpiοιούν τις piαρακάτω ανισότητες:
| cos kξ|, | sin kξ|, | sin kξ||kξ| ≤ e
νξ, για ξ ≥ 0. (3.2.29)
Με βάση αυτές τις εκτιμήσεις, και χρησιμοpiοιώντας τον συμβολισμό του λήμματος 3.2.2
έχουμε
M(ξ) = max
0≤t≤ξ
|f(t)| = max
0≤t≤ξ
∣∣∣∣∣sin ktkt tn(0)1/4 e−νt
∣∣∣∣∣ ≤ ξ|n(0)1/4| , (3.2.30)
L(ξ) = max
0≤t≤ξ
|K(ξ, t)| = max
0≤t≤ξ
∣∣∣∣∣sin k(ξ − t)k(ξ − t) e−ν(ξ−t)(ξ − t)
∣∣∣∣∣ ≤ ξ
΄Ετσι, αpiό το λήμμα 3.2.2 piροκύpiτει ότι
|z(ξ)| ≤ ξ|n(0)1/4|e
ξρ(ξ)+νξ (3.2.31)
Εφόσον οι f και K είναι ακέραιες συναρτήσεις του k, έχουμε ότι και η z θα είναι ακέραια
συνάρτηση. Θέτουμε
m = max
{
1
|n(0)|1/4 ,
∫ A
0
|p(t)|dt, |b˜|
}
(3.2.32)
και μpiορούμε να γράψουμε την ανισότητα (3.2.31) ως
|z(ξ)| ≤ ξmeξm+νξ < mAeξm+νξ, για 0 ≤ ξ ≤ d˜. (3.2.33)
΄Αρα, η z είναι μία ακέραια συνάρτηση του k2, της τάξης 1/2. Ακολουθώντας αντίστοιχους
συλλογισμούς, ξαναγράφουμε τη (3.2.27) ως
e−νξz(ξ)= 1
n(0)1/4
[
a˜
sin kd˜
k
e−νd˜ cos k(ξ − d˜)e−ν(ξ−d˜)+a˜−1 cos kd˜e−νd˜ sin k(ξ − d˜)
k
e−ν(ξ−d˜)
+b˜sin kd˜
k
e−νd˜ sin k(ξ − d˜)
k
e−ν(ξ−d˜)
]
+
∫ d˜
0
[
a˜
sin k(d˜− t)
k
e−ν(d˜−t) cos k(ξ − d˜)
e−ν(ξ−d˜) + a˜−1 cos k(d˜− t)e−ν(d˜−t) sin k(ξ − d˜)
k
e−ν(ξ−d˜) + b˜sin k(d˜− t)
k
e−ν(d˜−t)
sin k(ξ − d˜)
k
e−ν(ξ−d˜)
]
e−νtp(t)z(t)dt+
∫ ξ
d˜
p(t)sin k(ξ − t)
k
e−ν(ξ−t)e−νtz(t)dt.
Δεδομένου ότι οι f και K είναι ακέραιες συναρτήσεις του k, το ίδιο θα ισχύει και για τη
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z. Τώρα, η (3.2.29) και η ανισότητα (3.2.33) συνεpiάγονται ότι
|f(ξ)| ≤ 1|n(0)1/4|
[
a˜d˜+ a˜−1(ξ − d˜) + |b˜|(ξ − d˜)d˜
]
+
∫ d˜
0
[
a˜(d˜− t) + a˜−1(ξ − d˜) + |b˜|(ξ − d˜)(d˜− t)
]
|p(t)|mAed˜ρ(d˜)dt.
Εpiιpiλέον, εpiειδή a˜ + a˜−1 > 1 και αpiό τον ορισμό (3.2.32), μετά αpiό ορισμένες piράξεις
έχουμε:
M(ξ) = max
d˜≤t≤ξ
|f(t)| < mA(1 +mA)2(a˜+ a˜−1)eξρ(d˜). (3.2.34)
Εpiίσης,
L(ξ) = max
d˜≤t≤ξ
|K(ξ, t)| = max
d˜≤t≤ξ
∣∣∣∣∣sin k(ξ − t)k(ξ − t) e−ν(ξ−t)(ξ − t)
∣∣∣∣∣ < ξ
και αpiό το λήμμα 3.2.2 συμpiεραίνουμε ότι
|z(ξ)| < mA(1 +mA)2(a˜+ a˜−1)emξ+νξ, για d˜ ≤ ξ ≤ A. (3.2.35)
άρα η z είναι μία ακέραια συνάρτηση του k2 της τάξης 1/2.
Συμpiέρασμα 3.2.4. Η piαράγωγος dz/dξ των (3.2.26)− (3.2.27) είναι μία ακέραια
συνάρτηση του k2 της τάξης 1/2.
Συμpiέρασμα 3.2.5. Οι συναρτήσεις y0 και y′0 είναι ακέραιες στη μεταβλητή k
2, της
τάξης 1/2
Για να κατασκευάσουμε τα ασυμpiτωτικά αναpiτύγματα των ιδιοσυναρτήσεων του piρο-
βλήματος piρέpiει να μελετήσουμε τη συμpiεριφορά των z και y0 για μεγάλα k. Εάν
θέσουμε p = b˜ = 0 στις (3.2.26) και (3.2.27), piαίρνουμε το κύριο μέρος για τις ασυμ-
piτωτικές ανισότητες.
Πρόταση 3.2.6. ΄Εστω z η λύση των (3.2.26)− (3.2.27) και θέτουμε ν := |Im(k)|.
Τότε υpiάρχουν θετικές σταθερές C και D τέτοιες ώστε:
∣∣∣∣∣z(ξ)− sin kξkn(0)1/4
∣∣∣∣∣ ≤ 1|k|2Ceνξ (3.2.36)
∣∣∣∣∣dz(ξ)dξ − cos kξn(0)1/4
∣∣∣∣∣ ≤ 1|k|Ceνξ (3.2.37)
∣∣∣∣∣z(ξ)− 1kn(0)1/4
[
a˜ sin kd˜ cos k(ξ − d˜) + a˜−1 cos kd˜ sin k(ξ − d˜)
]∣∣∣∣∣ ≤ 1|k|2Deνξ
(3.2.38)
44
3. Το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας σε σφαιρικά διαστρωματωμένο μέσο
με ασυνεχή δείκτη διάθλασης∣∣∣∣∣dz(ξ)dξ − 1n(0)1/4
[
−a˜ sin kd˜ sin k(ξ − d˜) + a˜−1 cos kd˜ cos k(ξ − d˜)
]∣∣∣∣∣ ≤ 1|k|Deνξ
(3.2.39)
όpiου οι (3.2.36), (3.2.37) ισχύουν για 0 ≤ ξ ≤ d˜ και οι (3.2.38), (3.2.39) για d˜ ≤ ξ ≤ A
αντίστοιχα.
Αpiόδειξη. Για μεγάλες τιμές του k, μpiορούμε να εκφράσουμε το φράγμα του z(ξ) με
όρους του 1/|k| αντί του ξ. Αpiό τον ορισμό της συνάρτησηςM(ξ) για την ολοκληρωτική
εξίσωση Volterra όταν ξ ≤ d˜, έχουμε:
M(ξ) = max
0≤t≤ξ
|f(t)| = max
0≤t≤ξ
∣∣∣∣∣ sin ktkn(0)1/4 e−νt
∣∣∣∣∣ ≤ 1|kn(0)1/4|
και χρησιμοpiοιώντας το λήμμα 3.2.2 piροκύpiτει ότι
|z(ξ)| ≤ 1|k|me
d˜m+νξ, 0 ≤ ξ ≤ d˜. (3.2.40)
Αpiό τη σχέση (3.2.26) έχουμε
e−νξ
∣∣∣∣∣z(ξ)− sin kξkn(0)1/4
∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ ξ
0
e−νξp(t)sin k(ξ − t)
k
z(t)dt
∣∣∣∣∣
Τώρα, χρησιμοpiοιώντας τη (3.2.40):
e−νξ
∣∣∣∣∣z(ξ)− sin kξkn(0)1/4
∣∣∣∣∣ ≤ 1|k|2
∫ ξ
0
|p(t)|med˜mdt
έχουμε ως αpiοτέλεσμα∣∣∣∣∣z(ξ)− sin kξkn(0)1/4
∣∣∣∣∣ ≤ 1|k|2m2ed˜meνξ := 1|k|2Ceνξ.
Αντίστοιχα, για το dz(ξ)/dξ έχουμε∣∣∣∣∣dz(ξ)dξ − cos kξn(0)1/4
∣∣∣∣∣ ≤ 1|k|m2ed˜meνξ = 1|k|Ceνξ.
Με τα ίδια εpiιχειρήματα, χρησιμοpiοιώντας και piάλι το λήμμα 3.2.2 και τον ορισμό του
M(ξ) για το διάστημα d˜ ≤ t ≤ ξ, κάνοντας ορισμένες piράξεις piροκύpiτει
M(ξ) = max
d˜≤t≤ξ
|f(t)| < 1|k|m(1 +mA)
2(a˜+ a˜−1)eξρ(d˜)
και ως συνέpiεια έχουμε την ακόλουθη εκτίμηση
|z(ξ)| < 1|k|m(1 +mA)
2(a˜+ a˜−1)emA+νξ, d˜ ≤ ξ ≤ A. (3.2.41)
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Για την ασυμpiτωτική φόρμουλα όταν ξ ≥ d˜, χρησιμοpiοιούμε τις σχέσεις (3.2.27) και
(3.2.41):
e−νξ
∣∣∣∣∣∣z(ξ)− 1kn(0)1/4
a˜ sin kd˜ cos k(ξ − d˜) + a˜−1 cos kd˜ sin k(ξ − d˜) + b˜
k
sin kd˜
sin k(ξ − d˜)
∣∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣∣1k
∫ d˜
0
e−νξ
a˜ sin k(d˜− t) cos k(ξ − d˜) + a˜−1 cos k(d˜− t) sin k(ξ − d˜)
+ b˜
k
sin k(d˜− t) sin k(ξ − d˜)
p(t)z(t)dt
∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ ξ
d˜
e−νξp(t)sin k(ξ − t)
k
z(t)dt
∣∣∣∣∣
≤ 1|k|2
∫ d˜
0
[a˜+ a˜−1 +mA]|p(t)|med˜mdt
+ 1|k|2
∫ ξ
d˜
m(1 +mA)2(a˜+ a˜−1)emA|p(t)|dt
΄Ετσι καταλήγουμε ότι∣∣∣∣∣z(ξ)− 1kn(0)1/4
[
a˜ sin kd˜ cos k(ξ − d˜) + a˜−1 cos kd˜ sin k(ξ − d˜) + b˜
k
sin kd˜ sin k(ξ − d˜)
]∣∣∣∣∣
<
1
|k|2m
2(a˜+ a˜−1)(1 +mA)(2 +mA)emAeνξ
και δείξαμε τη (3.2.38). Αντίστοιχα, αpiοδεικνύουμε τη (3.2.39).
Σημείωση 3.2.7. Για τα αντίστοιχα αpiοτελέσματα του συνεχούς piροβλήματος piαρα-
piέμpiουμε στην εργασία [2, piρόταση 2.2].
΄Εpiειτα, μελετάμε τις ιδιότητες της χαρακτηριστικής συνάρτησης (3.2.23). Αpiό το piόρι-
σμα 3.2.5 και δεδομένου ότι τα sin k/k και cos k είναι ακέραιες συναρτήσεις του k2 της
τάξης 1/2 piροκύpiτει ότι η D0(k) είναι εpiίσης ακέραια στο k2 με τάξη το piολύ 1/2.
Εpiίσης, αpiό τον ορισμό (3.2.23), την ολοκληρωτική εξίσωση (3.2.27), και χρησιμοpiοι-
ώντας ότι n(1) = 1 και n′(1) = 0 καταλήγουμε στην piαρακάτω αναpiαράσταση για τη
D0(k):
D0(k) =
1
kn(0)1/4
[
a˜2 + 1
2a˜ sin k(1− A) +
1− a˜2
2a˜ sin k(1− A+ 2d˜)
]
+ b˜2k2n(0)1/4
 cos k(1− A)− cos k(1− A+ 2d˜)

+sin k
k
∫ d˜
0
− a˜ sin k(A− d˜) sin k(d˜− t) + a˜−1 cos k(A− d˜) cos k(d˜− t)
+ b˜
k
cos k(A− d˜) sin k(d˜− t)
p(t)z(t)dt− cos k
k
∫ d˜
0
a˜ cos k(A− d˜) sin k(d˜− t)
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+a˜−1 sin k(A− d˜) cos k(d˜− t) + b˜
k
sin k(A− d˜) sin k(d˜− t)
p(t)z(t)dt
+sin k
k
∫ A
d˜
cos k(A− t)p(t)z(t)dt− cos k
k
∫ A
d˜
sin k(A− t)p(t)z(t)dt. (3.2.42)
Εpiιpiροσθέτως, εξετάζουμε την ασυμpiτωτική συμpiεριφορά της χαρακτηριστικής συνάρ-
τησης. Εφαρμόζοντας τις ανισότητες της piρότασης 3.2.6 και τον μετασχηματισμό Liou-
ville y0(r) = z(ξ)n(r)−1/4 στη (3.2.23), piροκύpiτει ότι η D0(k) ικανοpiοιεί την piαρακάτω
σχέση για k →∞ κατά μήκος του θετικού piραγματικού άξονα:
D0(k) =
1
kn(0)1/4
[
a˜2 + 1
2a˜ sin k (1− A) +
1− a˜2
2a˜ sin k
(
1− A+ 2d˜
)]
+ O
( 1
k2
)
(3.2.43)
Σημείωση 3.2.8. Εάν θεωρήσουμε ότι a˜=1 το οpiοίο αντιστοιχεί στο συνεχές piρόβλη-
μα, το ασυμpiτωτικό ανάpiτυγμα (3.2.43) αpiλοpiοιείται στο αντίστοιχο της σχέσης (2.2.47).
3.2.2 Η piερίpiτωση l ≥ 1
Σε αυτή την piαράγραφο, μελετάμε τις ιδιότητες των (3.1.5) και (3.1.8) για l ≥ 1. Αpiό
το θεώρημα 2.2.1, έχουμε ότι για ξ < d˜, η z(ξ) ικανοpiοιεί το ακόλουθο ασυμpiτωτικό
ανάpiτυγμα για μεγάλες τιμές του k:
z(ξ) =
√
piξ
2kJλ(kξ) + O
(
ln k
k2
)
(3.2.44)
όpiου λ = l + 1/2. Αυτός ο τύpiος, ο οpiοίος piεριγράφει το συνεχές piρόβλημα, ισχύει
και για την piερίpiτωση piου εξετάζουμε καθώς n(r) ∈ C2[0, d). Για ξ > d˜ έχουμε το
ακόλουθο αpiοτέλεσμα:
Πρόταση 3.2.9. ΄Εστω ότι k > 0 και ότι l ≥ −1/2. Τότε η λύση της εξίσωσης
(3.1.8) είναι ασυνεχής για ξ = d˜, ικανοpiοιεί τις συνθήκες άλματος (3.1.12) και (3.1.13),
και για ξ > d˜ και μεγάλο k:
z(ξ) =
√
piξ
2kJλ(kξ)
[
pi
2 d˜k
(
a˜−1Yλ(kd˜)Jλ+1(kd˜)− a˜Jλ(kd˜)Yλ+1(kd˜)
)]
+
√
piξ
2kYλ(kξ)
(
pi
2 d˜k(a˜− a˜
−1)Jλ(kd˜)Jλ+1(kd˜)
)
+ O
(
ln k
k2
)
(3.2.45)
όpiου Jλ και Yλ είναι οι συναρτήσεις Bessel και Neumann αντίστοιχα.
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Αpiόδειξη. Η z εpiιλύει την ολοκληρωτική εξίσωση
z(ξ) =
√
piξ
2kJλ(kξ) +
pi
2
∫ ξ
0
√
tξ (Yλ(kξ)Jλ(kt)− Jλ(kξ)Yλ(kt)) g(t)z(t)dt (3.2.46)
για 0 < ξ < d˜, [76, σελ. 449-451]. Για να μελετήσουμε τη λύση όταν ξ > d˜ ,
χρησιμοpiοιούμε την ίδια τεχνική με την piρόταση 3.2.1. Πολλαpiλασιάζουμε και τα δύο
μέλη της (2.2.19) με μία συνάρτηση G(ξ, t) και ολοκληρώνουμε ως piρος το t αpiό d˜ έως
ξ. Μία ολοκλήρωση κατά μέρη δύο φορές μας οδηγεί στην (3.2.28), όpiου τώρα λύνουμε
το piρόβλημα:
Gtt +
(
k2 − l(l + 1)
t2
)
G = 0, G(ξ, ξ) = 0 και Gt(ξ, ξ) = −1
και άρα
G(ξ, t) =
√
tξ
pi
2 (Yλ(kξ)Jλ(kt)− Jλ(kξ)Yλ(kt)) . (3.2.47)
Αpiό τη σχέση (3.2.46) και τη συνθήκη άλματος (3.1.12) έχουμε:
z(d˜+) = a˜z(d˜−) = a˜
√
pid˜
2k Jλ(kd˜)+a˜
pi
2
∫ d˜
0
√
td˜
(
Yλ(kd˜)Jλ(kt)− Jλ(kd˜)Yλ(kt)
)
g(t)z(t)dt.
Εpiιpiλέον, αpiό την (3.2.46) και τη συνθήκη (3.1.13) piροκύpiτει:
dz(d˜+)
dξ = a˜
−1 dz(d˜−)
dξ + b˜z(d˜
−) = a˜−1
√
pi
2kd˜
(
(l + 1)Jλ(kd˜)− kd˜Jλ+1(kd˜)
)
+a˜−1 pi
2
√
d˜
∫ d˜
0
√
t
[
−(l + 1)Jλ(kd˜)Yλ(kt) + kd˜Jλ+1(kd˜)Yλ(kt)
+Jλ(kt)
(
(l + 1)Yλ(kd˜)− kd˜Yλ+1(kd˜)
)]
g(t)z(t)dt+ b˜
√
pid˜
2k Jλ(kd˜)
+b˜pi2
∫ d˜
0
√
td˜
(
Yλ(kd˜)Jλ(kt)− Jλ(kd˜)Yλ(kt)
)
g(t)z(t)dt
Αντικαθιστώντας τις piαραpiάνω αναpiαραστάσεις στη σχέση (3.2.28) και χρησιμοpiοιώντας
τις εκφράσεις για το G και το Gt, μpiορούμε να γράψουμε το z ως:
z(ξ) =
√
ξYλ(kξ)A(k, d˜) +
√
ξJλ(kξ)B(k, d˜) +
√
ξεl(k, ξ) (3.2.48)
όpiου
εl(k, ξ) =
∫ ξ
d˜
pi
2
√
t (Yλ(kξ)Jλ(kt)− Jλ(kξ)Yλ(kt)) g(t)z(t)dt, (3.2.49)
A(k, d˜) =
√
pi
2k
pi
2
[
Jλ(kd˜)(a˜−1 − a˜)
(
(l + 1)Jλ(kd˜)− kd˜Jλ+1(kd˜)
)
+ b˜d˜J2λ(kd˜)
]
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+
∫ d˜
0
pi2
4
√
t
{
a˜
(
Yλ(kd˜)Jλ(kt)− Jλ(kd˜)Yλ(kt)
) (
−(l + 1)Jλ(kd˜) + kd˜Jλ+1(kd˜)
)
+a˜−1Jλ(kd˜)
[
Yλ(kt)
(
−(l + 1)Jλ(kd˜) + kd˜Jλ+1(kd˜)
)
+ Jλ(kt)
(
(l + 1)Yλ(kd˜)
−kd˜Yλ+1(kd˜)
)]
+ b˜d˜Jλ(kd˜)
(
Yλ(kd˜)Jλ(kt)− Jλ(kd˜)Yλ(kt)
)}
g(t)z(t)dt,
(3.2.50)
B(k, d˜) =
√
pi
2k
pi
2
[
Jλ(kd˜)a˜
(
(l + 1)Yλ(kd˜)− kd˜Yλ+1(kd˜)
)
+Yλ(kd˜)a˜−1
(
−(l + 1)Jλ(kd˜) + kd˜Jλ+1(kd˜)
)
− b˜d˜Jλ(kd˜)Yλ(kd˜)
]
+
∫ d˜
0
pi2
4
√
t
{
a˜
(
Yλ(kd˜)Jλ(kt)− Jλ(kd˜)Yλ(kt)
) (
(l + 1)Yλ(kd˜)− kd˜Yλ+1(kd˜)
)
+a˜−1Yλ(kd˜)
[
Yλ(kt)
(
(l + 1)Jλ(kd˜)− kd˜Jλ+1(kd˜)
)
− Jλ(kt)
(
(l + 1)Yλ(kd˜)
−kd˜Yλ+1(kd˜)
)]
− b˜d˜Yλ(kd˜)
(
Yλ(kd˜)Jλ(kt)− Jλ(kd˜)Yλ(kt)
)}
g(t)z(t)dt.
(3.2.51)
Τώρα, αpiό την εφαρμογή του ασυμpiτωτικού τύpiου (3.2.44) για το z, piροκύpiτει ότι οι
piοσότητες A και B ικανοpiοιούν τις ακόλουθες εκτιμήσεις:
A(k, d˜) =
√
pi
2k
pi
2kd˜(a˜− a˜
−1)Jλ(kd˜)Jλ+1(kd˜) + O
(
ln k
k3/2
)
(3.2.52)
B(k, d˜) =
√
pi
2k
pi
2kd˜
(
a˜−1Yλ(kd˜)Jλ+1(kd˜)− a˜Jλ(kd˜)Yλ+1(kd˜)
)
+ O
(
ln k
k3/2
)
(3.2.53)
Ο όρος σφάλματος εl μpiορεί να εκτιμηθεί μέσω της μεθόδου διαδοχικών piροσεγγίσεων,
βασιζόμενοι στα εpiιχειρήματα της piαραγράφου 2.2.1 για το συνεχές piρόβλημα. Ορίζου-
με τις συναρτήσεις Eλ και Mλ μέσω των σχέσεων (2.2.22)-(2.2.23) και εισάγουμε τις
piοσότητες G(1)λ και G
(2)
λ :
G
(1)
λ (k, ξ) :=
pi
2
∫ ξ
d˜
M2λ(kt)t|g(t)|dt
G
(2)
λ (k, ξ) :=
pi
2
∫ ξ
d˜
M2λ(kt)E2λ(kt)t|g(t)|dt.
Αpiό την ολοκληρωτική εξίσωση (3.2.49) και τις ασυμpiτωτικές εκτιμήσεις (3.2.52), (3.2.53)
έχουμε ότι:
|εl(k, ξ)| ≤ c√
k
Mλ(kξ)
Eλ(kξ)
{
eG
(1)
λ
(k,ξ) + eG
(2)
λ
(k,ξ) − 2
}
(3.2.54)
για κάpiοια θετική σταθερά c και k αρκούντως μεγάλο. Εpiίσης, εpiειδή n(r) = 1 για
r ≥ 1, αpiό τη σχέση (3.1.11) έχουμε:
∫ A
d˜
ξ|g(ξ)|dξ <∞, και
∫ ∞
A
|g(ξ)|dξ <∞.
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΄Αρα, χρησιμοpiοιώντας την εκτίμηση (3.2.54) piροκύpiτει ότι εl(k, ξ) = O (1/k2) για k
μεγάλο. Τελικά, καταλήγουμε στον ασυμpiτωτικό τύpiο (3.2.45) αpiό την εφαρμογή των
(3.2.52) και (3.2.53) στη σχέση (3.2.48).
Ακόμα, αpiό την piροηγούμενη piρόταση και τον μετασχηματισμό Liouville (2.2.17) ε-
ξάγουμε το ακόλουθο αpiοτέλεσμα:
Λήμμα 3.2.10. Η λύση των (3.1.5) και (3.1.6) για r > d και μεγάλες τιμές του k
ικανοpiοιεί την εκτίμηση:
yl(r) =
1
kn(r)1/4n(0)l/2+1/4
[
a˜+ 1
2a˜ sin
(
kξ − lpi2
)
+1− a˜
2
2a˜ sin
(
kξ + lpi2 − 2kd˜
)]
+ O
(
ln k
k2
)
(3.2.55)
Αpiόδειξη. Τα ασυμpiτωτικά αναpiτύγματα των συναρτήσεων Neumann και Bessel είναι:
Yλ(kξ) =
√
2
kpiξ
sin
(
kξ − λpi2 −
pi
4
)
+ O
( 1
k3/2
)
, k → +∞
Jλ(kξ) =
√
2
kpiξ
cos
(
kξ − λpi2 −
pi
4
)
+ O
( 1
k3/2
)
, k → +∞.
Χρησιμοpiοιώντας αυτά τα αναpiτύγματα και τη σχέση (3.2.45) καταλήγουμε ότι
z(ξ) = 1
k
cos
(
kξ − λpi2 −
pi
4
)[
a˜ sin2
(
kd˜− lpi2
)
+ a˜−1 cos2
(
kd˜− lpi2
)]
+1
k
sin
(
kξ − λpi2 −
pi
4
)
a˜−1 − a˜
2 sin
(
2kd˜− lpi
)
+ O
(
ln k
k2
)
΄Ετσι, ο μετασχηματισμός Liouville και η αρχική συνθήκη (3.1.6) συνεpiάγονται τη σχέση
(3.2.55).
Το piαραpiάνω ανάpiτυγμα μpiορεί να piαραγωγιστεί ως piρος r με τον όρο σφάλματος
να είναι της τάξης O (ln k/k). Τέλος, εφαρμόζοντας τους ασυμpiτωτικούς τύpiους για
τις σφαιρικές συναρτήσεις Bessel jl(kr), j′l(kr) στη χαρακτηριστική εξίσωση (3.1.7),
piροκύpiτει η ακόλουθη αναpiαράσταση:
Dl(k) =
1
kn(0)l/2+1/4
[
a˜2 + 1
2a˜ sin k (1− A)
+(−1)l 1− a˜
2
2a˜ sin k
(
1− A+ 2d˜
)]
+ O
(
ln k
k2
)
(3.2.56)
Σημείωση 3.2.11. Στην piερίpiτωση όpiου a˜ = 1, οι σχέσεις (3.2.45), (3.2.55) και
(3.2.56) αpiλοpiοιούνται στις αντίστοιχες της piαραγράφου 2.2.1.
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Στο piαράρτημα Αʹ.3, θεωρούμε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας για έναν δείκτη
διάθλασης με ένα piεpiερασμένο αριθμό ασυνεχειών και εφαρμόζοντας ένα εpiαγωγικό
εpiιχείρημα piροκύpiτει ένας ασυμpiτωτικός τύpiος, αντίστοιχος του τύpiου (3.2.56).
3.3 Μοναδικότητα για το αντίστροφο ασυνεχές piρόβλημα
Σε αυτή την ενότητα, θεωρούμε το αντίστροφο ασυνεχές εσωτερικό piρόβλημα διαpiε-
ρατότητας. Στο piροηγούμενο κεφάλαιο αpiοδείξαμε τη μοναδικότητα για το αντίστροφο
φασματικό piρόβλημα όταν ο δείκτης διάθλασης είναι συνεχής. Εξετάζουμε κατά piόσο
αυτό είναι δυνατό όταν ο δείκτης έχει μία ασυνέχεια. Αρχικά μελετάμε το αντίστρο-
φο φασματικό piρόβλημα του piροσδιορισμού ορισμένων χαρακτηριστικών της ασυνέχειας
αpiό τις ειδικές ιδιοτιμές piου αντιστοιχούν σε σφαιρικά συμμετρικές ιδιοσυναρτήσεις. Δε-
ίχνουμε έpiειτα, ότι εάν το n(0) είναι γνωστό τότε ο δείκτης n(r) piροσδιορίζεται μοναδικά
αpiό όλες τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας, συμpiεριλαμβανομένων των piολλαpiλοτήτων.
Η μοναδικότητα για αυτό το piρόβλημα έχει μεγάλη σημασία καθώς μία piιθανή θετική
αpiάντηση μας δείχνει ότι μέθοδοι piου βασίζονται στις ιδιοτιμές διαpiερατότητας μpiορούν
να χρησιμοpiοιηθούν για μη καταστροφικούς ελέγχους υλικών με διαστρωματώσεις. Εν
δυνάμει, θα μpiορούσε να χρησιμοpiοιηθεί για την αριθμητική εpiίλυση του αντίστροφου
piροβλήματος με μεθόδους τύpiου Newton piου βασίζονται σε μία κατά τμήματα σταθερή
piροσέγγιση του δείκτη, εpiειδή εξασφαλίζει την αντιστρεψιμότητα (βλ. piαράγραφο 5.2
και [48]). Υpiάρχει μία εκτενής βιβλιογραφία σχετικά με αντίστροφα φασματικά piρο-
βλήματα τύpiου Sturm-Liouville στα οpiοία οι ιδιοσυναρτήσεις έχουν ασυνέχειες (βλ. για
piαράδειγμα [5, 45, 54, 89]). Τα piερισσότερα αντίστροφα piροβλήματα αυτής της κατηγο-
ρίας βασίζονται στην αυτοσυζυγή διατύpiωση των piροβλημάτων.
3.3.1 Μοναδικότητα για τον piροσδιορισμό της ασυνέχειας
Εξετάζουμε κατά piόσο οι άγνωστες piαράμετροι της ασυνέχειας, όpiως η θέση d ή τα
μεγέθη a και b, μpiορούν να piροσδιοριστούν με μοναδικό τρόpiο αpiό τις ιδιοτιμές διαpiε-
ρατότητας. Μελετάμε την piερίpiτωση l= 0, όpiου θεωρούμε μόνο σφαιρικά συμμετρικές
ιδιοσυναρτήσεις. Εφόσον η χαρακτηριστική συνάρτηση D0(k) είναι ακέραια στο k2 της
τάξης το piολύ 1/2, αpiό το θεώρημα piαραγοντοpiοίησης του Hadamard έχουμε ότι
D0(k) = c0k2
∞∏
n=1
(
1− k
2
k2n0
)
(3.3.57)
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όpiου το c0 είναι μία σταθερά και τα kn0 είναι οι ρίζες στο δεξί ημιεpiίpiεδο (κατά αντιστοιχία
με τη (2.3.59) ). Ορίζουμε εpiίσης τη βοηθητική σταθερά
γ0 :=
1
c0n(0)1/4
6= 0 (3.3.58)
και διατυpiώνουμε την ασυμpiτωτική σχέση (3.2.43) ως
D0(k)
c0
= γ0
k
[
a˜2 + 1
2a˜ sin k (1− A) +
1− a˜2
2a˜ sin k
(
1− A+ 2d˜
)]
+ O
( 1
k2
)
. (3.3.59)
Υpiοθέτουμε τώρα, ότι δύο εσωτερικά piροβλήματα διαpiερατότητας piου αντιστοιχούν
σε δύο ασυνεχείς δείκτες n1(r) και n2(r), έχουν τις ίδιες ειδικές ιδιοτιμές. ΄Εστω
D0i(k), c0i , γ0i , Ai, d˜i, και a˜i τα χαρακτηριστικά του κάθε piροβλήματος για i = 1, 2.
Εφόσον τα δύο piροβλήματα έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές, αpiό τη σχέση (3.3.57) έχουμε ότι
D01/c01 = D02/c02 για κάθε k ∈ C και άρα αpiό την (3.3.59):
γ01
k
[
a˜21 + 1
2a˜1
sin k (1− A1) + 1− a˜
2
1
2a˜1
sin k
(
1− A1 + 2d˜1
)]
+ O
( 1
k2
)
= γ02
k
[
a˜22 + 1
2a˜2
sin k (1− A2) + 1− a˜
2
2
2a˜2
sin k
(
1− A2 + 2d˜2
)]
+ O
( 1
k2
)
. (3.3.60)
για κάθε k > 0 αρκετά μεγάλο. Στο θεώρημα 2.3.1 αpiοδείξαμε ότι τα A και c0 piροσδιο-
ρίζονται κατά μοναδικό τρόpiο αpiό τις ιδιοτιμές του συνεχούς δείκτη. Για το ασυνεχές
piρόβλημα αpiαιτείται μια piιο εις βάθος ανάλυση.
Λήμμα 3.3.1. Υpiοθέτουμε ότι σε δύο ασυνεχείς δείκτες διάθλασης αντιστοιχούν οι
ίδιες ειδικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας. Τότε οι αντίστοιχοι χρόνοι μετακίνησης είναι
εpiίσης ίσοι, υpiό την piροϋpiόθεση ότι Ai > 1, i = 1, 2 ή Ai < 1, i = 1, 2.
Αpiόδειξη. Αpiό την ασυμpiτωτική εξίσωση (3.3.60) piροκύpiτει ότι
γ01
a˜21 + 1
2a˜1
sin k (1− A1)− γ02
a˜22 + 1
2a˜2
sin k (1− A2)
+ γ01
1− a˜21
2a˜1
sin k
(
1− A1 + 2d˜1
)
− γ02
1− a˜22
2a˜2
sin k
(
1− A2 + 2d˜2
)
= 0 (3.3.61)
για κάθε k > 0 αρκετά μεγάλο. Εξετάζουμε όλες τις δυνατές piεριpiτώσεις για τις οpiο-
ίες οι ημιτονικές συναρτήσεις της σχέσης (3.3.61) μpiορούν να είναι γραμμικά εξαρτη-
μένες. Εφόσον A1, A2 > 1 ή A1, A2 < 1 και υpiοθέτοντας ότι A1 6= A2, έχουμε ότι τα
sin k(1− A1) και sin k(1− A2) είναι γραμμικά ανεξάρτητες συναρτήσεις.
Αρχικά υpiοθέτουμε ότι A1 6= A2 και d˜1 6= d˜2. ΄Ετσι, piρέpiει να εξετάσουμε όλους
συνδυασμούς για τα d˜1 και d˜2 αντίστοιχα. Για κάθε piερίpiτωση, χρησιμοpiοιούμε την
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(3.3.61) και το γεγονός ότι τα γ01 και γ02 δεν είναι piοτέ ίσα με μηδέν. Καταλήγουμε σε
άτοpiο σε όλες τις piεριpiτώσεις, όpiως φαίνεται στον piαρακάτω piίνακα:
Περίpiτωση Συμpiέρασμα
1. d˜1 6= A1 − 1, A1−A22 , A1+A22 − 1 γ01 = 0 και γ02 = 0
d˜2 6= A2 − 1, A2−A12 , A1+A22 − 1
2. d˜1 = A1 − 1, d˜2 6= A2 − 1 γ01 a˜1 = 0 και γ02 = 0
3. d˜1 = A1−A22 , d˜2 6= A1+A22 − 1 γ01 = 0 και γ02 = 0
4. d˜1 = A1+A22 − 1, d˜2 6= A2−A12 γ01 = 0 και γ02 = 0
5. d˜2 = A2 − 1, d˜1 6= A1 − 1 γ01 = 0 και γ02 a˜2 = 0
6. d˜2 = A2−A12 , d˜1 6= A1+A22 − 1 γ01 = 0 και γ02 = 0
7. d˜2 = A1+A22 − 1, d˜1 6= A1−A22 γ01 = 0 και γ02 = 0
8. d˜1 = A1 − 1, d˜2 = A2 − 1 γ01 a˜1 = 0 και γ02 a˜2 = 0
9. d˜1 = A1−A22 , d˜2 =
A1+A2
2 − 1 a˜21a˜22 = −1
10. d˜1 = A1+A22 − 1, d˜2 = A2−A12 a˜21a˜22 = −1
Οι piεριpiτώσεις 1 − 7 είναι άμεσες. Για piαράδειγμα, στην piερίpiτωση 2 υpiοθέτουμε
ότι d˜1 = A1 − 1 και d˜2 6= A2 − 1. ΄Αρα, τα sin k(1− A1) και sin k(1− A1 + 2d˜1)
είναι γραμμικώς εξαρτημένα εpiειδή sin k(1− A1 + 2d˜1) = − sin k(1− A1). Εpiίσης, τα
sin k(1− A2) και sin k(1− A2 + 2d˜2) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. ΄Ετσι, η εξίσωση
(3.3.61) συνεpiάγεται ότι:
γ01 a˜1 sin k (1− A1)− γ02
a˜22 + 1
2a˜2
sin k (1− A2)− γ02
1− a˜22
2a˜2
sin k
(
1− A2 + 2d˜2
)
= 0
για κάθε k αρκούντως μεγάλο, το οpiοίο είναι δυνατό αν και μόνο αν γ01 a˜1 = 0 και
γ02 = 0.
Για την 8, η εξίσωση (3.3.61) συνεpiάγεται:
γ01
(
a˜21 + 1− (1− a˜21)
2a˜1
)
= 0 και γ02
(
a˜22 + 1− (1− a˜22)
2a˜2
)
= 0,
και άρα γ01 a˜1 = γ02 a˜2 = 0. Στην piερίpiτωση 9, αpiό την (3.3.61) έχουμε
γ01
a˜21 + 1
2a˜1
+ γ02
1− a˜22
2a˜2
= 0 και γ01
1− a˜21
2a˜1
− γ02
a˜22 + 1
2a˜2
= 0
και λύνοντας το σύστημα καταλήγουμε ότι a˜21a˜
2
2 = −1. Τέλος, η piερίpiτωση 10 αντιμε-
τωpiίζεται με τον ίδιο τρόpiο. Χρησιμοpiοιήσαμε εpiίσης ότι A1 − 1 6= A1−A22 6= A1+A22 − 1
και A2− 1 6= A2−A12 6= A1+A22 − 1, το οpiοίο ισχύει εφόσον είτε A1, A2 > 1 ή A1, A2 < 1.
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Στη συνέχεια, υpiοθέτουμε ότι d˜1 = d˜2 = d˜ και A1 6= A2. Η σχέση (3.3.61) γράφεται ως
γ01
a˜21 + 1
2a˜1
sin k (1− A1)− γ02
a˜22 + 1
2a˜2
sin k (1− A2)
+ γ01
1− a˜21
2a˜1
sin k
(
1− A1 + 2d˜
)
− γ02
1− a˜22
2a˜2
sin k
(
1− A2 + 2d˜
)
= 0 (3.3.62)
Χρησιμοpiοιώντας αντίστοιχα εpiιχειρήματα, εξετάζουμε τις piαρακάτω piεριpiτώσεις για το
d˜:
Περίpiτωση Συμpiέρασμα
1. d˜ 6= A1 − 1, A1−A22 , A1+A22 − 1, γ01 = 0 και γ02 = 0
A2 − 1, A2−A12
2. d˜ = A1 − 1 γ01 a˜1 = 0 και γ02 = 0
3. d˜ = A2 − 1 γ01 = 0 και γ02 a˜2 = 0
4. d˜ = A1−A22 γ01 = 0 και γ02 = 0
5. d˜ = A2−A12 γ01 = 0 και γ02 = 0
6. d˜ = A1+A22 − 1 a˜21 + a˜22 = 0
και καταλήγουμε σε άτοpiο. Αυτό σημαίνει ότι τελικά A1 = A2.
Το ακόλουθο θεώρημα συνδέει τις ιδιοτιμές με την ασυνέχεια του μετασχηματισμένου
piροβλήματος και βασίζεται στο [54, λήμμα 6].
Θεώρημα 3.3.2. Η σταθερά a˜ και η ασυνέχεια d˜ του μετασχηματισμένου piροβλήματος
piροσδιορίζονται μοναδικά αpiό τις ιδιοτιμές του (3.2.21) − (3.2.23) υpiό την piροϋpiόθεση
ότι |a˜− 1|+ |b˜| > 0 στις piεριpiτώσεις:
1. 0 < A < 1 και d˜ ∈ (0, A)
2. A > 1 και d˜ ∈
(
0, A−12
)
ή d˜ ∈
(
A−1
2 , A− 1
)
∪ (A− 1, A)
Αpiόδειξη. Εάν a˜ = 1 και b˜ = 0 τότε a = 1 και b = 0. Σε αυτή την piερίpiτωση δεν
υpiάρχει ασυνέχεια στον δείκτη, και άρα αpiαιτούμε να ισχύει ότι |a˜− 1|+ |b˜| > 0.
Θεωρούμε δύο piροβλήματα με τις ίδιες ειδικές ιδιοτιμές. Αpiό το piροηγούμενο λήμμα
έχουμε ότι A1 = A2 = A και έστω γ01 , d˜1, a˜1 και γ02 , d˜2, a˜2 οι σταθερές του κάθε
piροβλήματος αντίστοιχα. ΄Ετσι, αpiό την εξίσωση (3.3.61) έχουμε(
γ01
a˜21 + 1
2a˜1
− γ02
a˜22 + 1
2a˜2
)
sin k (1− A) + γ01
1− a˜21
2a˜1
sin k
(
1− A+ 2d˜1
)
− γ02
1− a˜22
2a˜2
sin k
(
1− A+ 2d˜2
)
= 0 (3.3.63)
για κάθε k > 0 αρκετά μεγάλο.
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Διακρίνουμε δύο piεριpiτώσεις. Πρώτα υpiοθέτουμε ότι d˜1 = d˜2 = d˜ και άρα(
γ01
a˜21 + 1
2a˜1
−γ02
a˜22 + 1
2a˜2
)
sin k(1− A) +
(
γ01
1− a˜21
2a˜1
−γ02
1− a˜22
2a˜2
)
sin k
(
1− A+ 2d˜
)
=0
(3.3.64)
Αpiό την piαραpiάνω σχέση, αν d˜ 6= (A − 1)/2, A − 1 οι συναρτήσεις ημιτόνου είναι
γραμμικά ανεξάρτητες. Λύνοντας το σύστημα των συντελεστών καταλήγουμε ότι a˜1 = a˜2
και γ01 = γ02 . ΄Αρα δείξαμε ότι a˜1 = a˜2 εάν d˜1 = d˜2.
Για τη δεύτερη piερίpiτωση υpiοθέτουμε ότι d˜1 6= d˜2 και θα δείξουμε ότι αυτό μας οδηγεί
σε άτοpiο. Αpiό την (3.3.63), αν d˜1, d˜2 6= (A − 1)/2, A − 1 και d˜1 + d˜2 6= A − 1, οι
συναρτήσεις ημιτόνου είναι γραμμικά ανεξάρτητες. ΄Ετσι, έχουμε ως αpiοτέλεσμα ότι
γ01 = γ02 και a˜1 = a˜2 = 1.
Προκειμένου να καταλήξουμε σε άτοpiο, αρκεί να δείξουμε ότι b˜1 = b˜2 = 0. Δεδομένου
ότι a˜1 = 1, a˜2 = 1 , μpiορούμε να γράψουμε τη σχέση (3.2.42) στην ακόλουθη μορφή:
D0(k) =
sin k(1− A)
kn(0)1/4 +
b˜
2k2n(0)1/4 cos k(1− A)−
b˜
2k2n(0)1/4 cos k(1− A+ 2d˜)
+sin k
k
∫ d˜
0
cos k(A− t)p(t)z(t)dt+ sin k
k2
b˜
∫ d˜
0
cos k(A− d˜) sin k(d˜− t)p(t)z(t)dt
−cos k
k
∫ d˜
0
sin k(A− t)p(t)z(t)dt− cos k
k2
b˜
∫ d˜
0
sin k(A− d˜) sin k(d˜− t)p(t)z(t)dt
+sin k
k
∫ A
d˜
cos k(A− t)p(t)z(t)dt− cos k
k
∫ A
d˜
sin k(A− t)p(t)z(t)dt (3.3.65)
΄Εpiειτα αpiό ορισμένες piράξεις, η piαραpiάνω σχέση εκφράζεται ως εξής:
D0(k) =
sin k(1− A)
kn(0)1/4 +
b˜
2k2n(0)1/4 cos k(1− A)−
b˜
2k2n(0)1/4 cos k(1− A+ 2d˜)
+ sin k
k2n(0)1/4
∫ A
0
cos k(A− t) sin ktp(t)dt− cos k
k2n(0)1/4
∫ A
0
sin k(A− t) sin ktp(t)dt
+E(k)
k2
όpiου
E(k) : = k sin k
∫ d˜
0
cos k(A− t)p(t)
[
z(t)− sin kt
kn(0)1/4
]
dt
+k sin k
∫ A
d˜
cos k(A− t)p(t)
[
z(t)− sin kt
kn(0)1/4
]
dt
+b˜ sin k
∫ d˜
0
cos k(A− d˜) sin k(d˜− t)p(t)z(t)dt
−k cos k
∫ d˜
0
sin k(A− t)p(t)
[
z(t)− sin kt
kn(0)1/4
]
dt
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−k cos k
∫ A
d˜
sin k(A− t)p(t)
[
z(t)− sin kt
kn(0)1/4
]
dt
−b˜ cos k
∫ d˜
0
sin k(A− d˜) sin k(d˜− t)p(t)z(t)dt
Παρατηρούμε ότι η E είναι μία άρτια συνάρτηση του k και είναι piραγματική όταν το k
είναι piραγματικό. ΄Ετσι, αpiό τις piροτάσεις 3.2.3 και 3.2.6 piροκύpiτει ότι∫ ∞
−∞
|E(x)|2dx <∞ και |E(k)| ≤ Ce(A+1)|Im(k)|, C > 0.
Εpiομένως, η E ικανοpiοιεί τις υpiοθέσεις του θεωρήματος Paley-Wiener (piαράρτημα,
θεώρημα Αʹ.4.12) και υpiάρχει μία συνάρτηση V ∈ L2(0, A+ 1) τέτοια ώστε
E(k) =
∫ A+1
0
V (t) cos ktdt
Εpiίσης, χρησιμοpiοιώντας στοιχειώδεις τριγωνομετρικές ταυτότητες έχουμε ότι:
sin k
k2n(0)1/4
∫ A
0
cos k(A− t) sin ktp(t)dt− cos k
k2n(0)1/4
∫ A
0
sin k(A− t) sin ktp(t)dt
= cos k(1− A)2k2n(0)1/4
∫ A
0
p(t)dt− cos k2k2n(0)1/4
∫ A
0
cos k(A− 2t)p(t)dt
− sin k2k2n(0)1/4
∫ A
0
sin k(A− 2t)p(t)dt
και κάνοντας χρήση αλλαγής μεταβλητής, μpiορούμε να γράψουμε
∫ A
0
sin k(A− 2t)p(t)dt =
∫ A
0
W (t) sin ktdt
και ∫ A
0
cos k(A− 2t)p(t)dt =
∫ A
0
U(t) cos ktdt
όpiου
U(t) := 12
[
p
(
A+ t
2
)
− p
(
A− t
2
)]
, W (t) := −12
[
p
(
A+ t
2
)
+ p
(
A− t
2
)]
Τελικά, η σχέση (3.3.65) γράφεται ως
D0(k) =
sin k(1− A)
kn(0)1/4 +
b˜
2k2n(0)1/4 cos k(1− A)−
b˜
2k2n(0)1/4 cos k(1− A+ 2d˜)
+cos k(1− A)2k2n(0)1/4
∫ A
0
p(t)dt− cos k2k2n(0)1/4
∫ A
0
U(t) cos ktdt
− sin k2k2n(0)1/4
∫ A
0
W (t) sin ktdt+ 1
k2
∫ A+1
0
V (t) cos ktdt (3.3.66)
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Λαμβάνοντας υpiόψη ότι γ01 = γ02 και D01/c01 = D02/c02 , η εξίσωση (3.3.58) συνεpiάγε-
ται ότι:
D01(k) =
n2(0)1/4
n1(0)1/4
D02(k).
Χρησιμοpiοιώντας αυτή την εξίσωση και την αναpiαράσταση (3.3.66) έχουμε:
cos k(1− A)
2k2n1(0)1/4
(b˜1− b˜2)+ cos k(1− A)2k2n1(0)1/4
[∫ A
0
p1(t)dt−
∫ A
0
p2(t)dt
]
− cos k(1− A+ 2d˜1)2k2n1(0)1/4 b˜1
+cos k(1− A+ 2d˜2)2k2n1(0)1/4 b˜2 =
sin k
2k2n1(0)1/4
∫ A
0
(W1(t)−W2(t)) sin ktdt
+ cos k2k2n1(0)1/4
∫ A
0
(U1(t)− U2(t)) cos ktdt
+ 1
k2
∫ A+1
0
(
n2(0)1/4
n1(0)1/4
V2(t)− V1(t)
)
cos ktdt (3.3.67)
Εάν piολλαpiλασιάσουμε την (3.3.67) με 2n1(0)1/4k2 cos k(1− A+ 2d˜1)T−1 και ολοκλη-
ρώσουμε ως piρος k αpiό τ έως T για κάpiοιο τ > 0, piροκειμένου να ισχύουν οι piροτάσεις
3.2.3 και 3.2.6, συμpiεραίνουμε ότι
(b˜1 − b˜2)O
( 1
T
)
+
[∫ A
0
p1(t)dt−
∫ A
0
p2(t)dt
]
O
( 1
T
)
− b˜1
(1
2 + O
( 1
T
))
+ b˜2O
( 1
T
)
=
∫ A
0
[
(W1(t)−W2(t))
∫ T
τ
1
T
sin k cos k(1− A+ 2d˜1) sin ktdk
]
dt
+
∫ A
0
[
(U1(t)− U2(t))
∫ T
τ
1
T
cos k cos k(1− A+ 2d˜1) cos ktdk
]
dt
+2
∫ A+1
0
[
(n2(0)1/4V2(t)− n1(0)1/4V1(t))
∫ T
τ
1
T
cos k(1− A+ 2d˜1) cos ktdk
]
dt
(3.3.68)
όpiου χρησιμοpiοιήσαμε το θεώρημα του Fubini για να αλλάξουμε τη σειρά ολοκλήρωσης
στο δεξί μέλος της εξίσωσης. Μpiορούμε να γράψουμε το δεξί μέλος της (3.3.68) στην
piαρακάτω μορφή
∫ A
0
(W1(t)−W2(t))fTdt+
∫ A
0
(U1(t)− U2(t))hTdt
+2
∫ A+1
0
(n2(0)1/4V2(t)− n1(0)1/4V1(t))gTdt
όpiου |fT |, |gT |, |hT | ≤ 1 και fT , gT , hT T→∞−→ 0 σχεδόν piαντού. Παίρνοντας το όριο
T → ∞ στην (3.3.68) και χρησιμοpiοιώντας το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του
Lebesgue καταλήγουμε ότι b˜1 = 0 υpiό την piροϋpiόθεση να ισχύουν οι piεριορισμοί d˜1 6=
(A− 1)/2, A− 1 και d˜1 + d˜2 6= A− 1.
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Αντίστοιχα, piολλαpiλασιάζοντας την (3.3.67) με 2n1(0)1/4k2 cos k(1− A+ 2d˜2)T−1 και
ολοκληρώνοντας ως piρος k αpiό τ έως T piροκύpiτει ότι b˜2 = 0, υpiό τον όρο να ισχύει
d˜2 6= (A− 1)/2, A− 1. Τώρα, εφόσον |a˜i − 1|+ |b˜i| > 0 για i = 1, 2, καταλήγουμε σε
άτοpiο και άρα d˜1 = d˜2.
Τέλος, piρέpiει να piροσδιορίσουμε τα κατάλληλα υpiοδιαστήματα του (0, A) όpiου ισχύει
το αpiοτέλεσμα της μοναδικότητας, λαμβάνοντας υpiόψη τους piεριορισμούς στη θέση της
ασυνέχειας. Διακρίνουμε τις piαρακάτω piεριpiτώσεις:
1. Στην piρώτη piερίpiτωση υpiοθέτουμε ότι 0 < A < 1. Προφανώς, όλοι οι piεριορισμοί
ικανοpiοιούνται. ΄Ετσι, για αυτή την piερίpiτωση d˜ ∈ (0, A).
2. Στη δεύτερη piερίpiτωση θεωρούμε ότι A > 1. Τώρα piρέpiει να υιοθετήσουμε όλους
του piεριορισμούς και άρα:
d˜ ∈
(
0, A− 12
)
ή d˜ ∈
(
A− 1
2 , A− 1
)
∪
A− 1, A
.
Σημείωση 3.3.3. Το piαραpiάνω θεώρημα μας δείχνει ότι εάν δύο ασυνεχή piροβλήματα
διαpiερατότητας έχουν ίδιες ειδικές ιδιοτιμές, τότε οι ασυνέχειες των αντίστοιχων μετα-
σχηματισμένων piροβλημάτων piρέpiει να βρίσκονται στο ίδιο σημείο και τα μεγέθη των
ασυνεχειών της σχέσης (3.1.2), είναι εpiίσης ίσα.
Σημείωση 3.3.4. Σημειώνουμε ότι ένα piρόβλημα με μία ασυνέχεια τέτοια ώστε d˜ 6=
(A− 1)/2, A− 1, δεν μpiορεί να έχει τις ίδιες ειδικές ιδιοτιμές με ένα συνεχές piρόβλημα.
Υpiοθέτοντας ότι κάτι τέτοιο θα μpiορούσε να ισχύει τότε D01/c01 = D02/c02 όpiου η D01
ικανοpiοιεί τη (2.2.47):
D01(k) =
1
kn1(0)1/4
sin k(1− A1) + O
( 1
k2
)
και η D02 ικανοpiοιεί την (3.2.43). Βασιζόμενοι στην αpiόδειξη του λήμματος 3.3.1 και του
θεωρήματος 3.3.2 καταλήγουμε ότι a˜ = 1 και b˜ = 0 και αυτό έρχεται σε αντίφαση με την
υpiόθεσή μας. Παρόλα αυτά, δεν μpiορούμε να καταλήξουμε σε άτοpiο εάν d˜ = (A− 1)/2
ή d˜ = A − 1. Αυτές οι ειδικές piεριpiτώσεις θα μελετηθούν στο ακόλουθο θεώρημα
μοναδικότητας.
3.3.2 Το θεώρημα μοναδικότητας
Ολοκληρώνουμε τη μελέτη μας με μία αpiόδειξη για τη μοναδικότητα του αντίστροφου
piροβλήματος. Στην piροηγούμενη piαράγραφο δείξαμε ότι οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας piου
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αντιστοιχούν σε σφαιρικά συμμετρικές ιδιοσυναρτήσεις, αρκούν μόνο για τον piροσδιο-
ρισμό του άλματος της ασυνέχειας στο μετασχηματισμένο piρόβλημα. ΄Ετσι, τώρα υpiο-
θέτουμε ότι γνωρίζουμε ολόκληρο το φάσμα, όpiως και τις piολλαpiλότητες. Η αpiόδειξη
βασίζεται στο θεώρημα του Müntz (βλ. εpiίσης το θεώρημα 2.3.1).
Στην piερίpiτωση όpiου n(r) ∈ C2[0, 1], μpiορούμε να αναpiαραστήσουμε το yl(r) στη μορφή
(2.3.48):
yl(r) = jl(kr) +
∫ r
0
G(r, s, k)jl(ks)ds
όpiου ο piυρήνας G(r, s, k) ικανοpiοιεί το piρόβλημα Goursat (2.3.50)-(2.3.52).
Υpiοθέτουμε τώρα ότι ο δείκτης διάθλασης είναι κατά τμήματα C2 και ικανοpiοιεί τις συν-
θήκες άλματος (3.1.1)-(3.1.4). Σε αυτή την piερίpiτωση, αpiό την αναpiαράσταση (2.3.53)
έχουμε ότι ο G(r, s, k) είναι συνεχής για 0 ≤ s ≤ r ≤ 1. Εpiίσης, piαραγωγίζοντας
κατά μέρη piροκύpiτει ότι τα Gr(r, s, k) και Gs(r, s, k) είναι ασυνεχή για
√
rs = d
και τα Grr(r, s, k), Gss(r, s, k) είναι ασυνεχή για r = d και
√
rs = d (βλ. piαράρτημα
Αʹ.2). ΄Αρα η εξίσωση (2.3.48) είναι καλά ορισμένη για το ασυνεχές piρόβλημα, και το yl
ικανοpiοιεί τις συνθήκες συνέχειας yl(d+) = yl(d−), y′l(d+) = y′l(d−).
r = s
√
rs = d
d
d
1
1
r
s
VeryPDF Demo
VeryPDF Demo
Σχήμα 3.2: Το piρόβλημα Goursat για τον ασυνεχή n(r)
Βασιζόμενοι σε ανάλογα εpiιχειρήματα με το θεώρημα 2.3.1, αpiό τα ασυμpiτωτικά ανα-
piτύγματα των yl και Dl για k → 0, piροκύpiτει ο τύpiος
c2l+2 =
pi
(2l+1Γ(l + 3/2))2
∫ 1
0
t2l+2m(t)dt. (3.3.69)
όpiου c2l+2 είναι ο συντελεστής του k2l+2 στο ανάpiτυγμα Taylor του Dl(k). Παρατηρούμε
ότι το c2l+2 είναι συναρτησιακά εξαρτημένο αpiό τον δείκτη n(r) και άρα αpiό τις σταθερές
ασυνέχειας a, b και d. Η συνάρτηση Dl(k) είναι ακέραια στο k με τάξη ίση με ένα, και
άρα αpiό το θεώρημα piαραγοντοpiοίησης του Hadamard,
Dl(k) = k2l+2c2l+2
∞∏
n=1
(
1− k
2
k2nl
)
(3.3.70)
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όpiου το c2l+2 δίνεται αpiό τον τύpiο (3.3.69) υpiό την piροϋpiόθεση ότι το m(r) = 1−n(r)
δεν αλλάζει piρόσημο και τα knl είναι οι μιγαδικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας στο δεξί
ημιεpiίpiεδο.
Ορίζουμε τις βοηθητικές σταθερές
γl :=
1
c2l+2n(0)l/2+1/4
6= 0 (3.3.71)
και στην ακόλουθη piρόταση εξετάζουμε κατά piόσο τα γl μpiορούν να piροσδιοριστούν
με μοναδικό τρόpiο. Αυτό το αpiοτέλεσμα είναι άμεσο στο συνεχές piρόβλημα αλλά η
ασυνεχής piερίpiτωση είναι piιο σύνθετη.
Πρόταση 3.3.5. Υpiοθέτουμε ότι δύο δείκτες διάθλασης έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές
συμpiεριλαμβανομένων και των piολλαpiλοτήτων τους και είτε Ai > 1, i = 1, 2 ή Ai <
1, i = 1, 2. Τότε A1 = A2 = A και οι αντίστοιχες σταθερές γl1 και γl2 είναι εpiίσης ίσες,
εάν d˜1, d˜2 6= (A− 1)/2, A− 1. Σε όλες τις άλλες piεριpiτώσεις γl1 = c˜γl2 όpiου c˜ είναι μία
σταθερά piου εξαρτάται αpiό τα a˜1 και a˜2.
Αpiόδειξη. ΄Εστω ότι τα γli , d˜i, και a˜i είναι τα χαρακτηριστικά του κάθε piροβλήματος για
i = 1, 2. Ακολουθούμε αντίστοιχα εpiιχειρήματα με το piρώτο μέρος της αpiόδειξης του
θεωρήματος 3.3.2. Εφόσον τα δύο piροβλήματα έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές, αpiό το λήμμα
3.3.1 piροκύpiτει άμεσα ότι A1 = A2 = A. Εpiίσης, αpiό τις σχέσεις (3.2.56) και (3.3.70)
έχουμε:(
γl1
a˜21 + 1
2a˜1
− γl2
a˜22 + 1
2a˜2
)
sin k (1− A) + γl1(−1)l
1− a˜21
2a˜1
sin k
(
1− A+ 2d˜1
)
− γl2(−1)l
1− a˜22
2a˜2
sin k
(
1− A+ 2d˜2
)
= 0 (3.3.72)
για κάθε k > 0 αρκετά μεγάλο. Βασιζόμενοι σε ανάλογες ιδέες με το λήμμα 3.3.1,
εξετάζουμε όλες τις δυνατές piεριpiτώσεις για τις οpiοίες οι συναρτήσεις ημιτόνου της
σχέσης (3.3.72) είναι γραμμικά εξαρτημένες και χρησιμοpiοιούμε το γεγονός ότι τα γl1
και γl2 δεν είναι piοτέ ίσα με μηδέν. ΄Οταν d˜1 = d˜2 = d˜ 6= (A−1)/2, A−1, οι συναρτήσεις
sin k(1− A) και sin k(1− A+ 2d˜) είναι γραμμικά ανεξάρτητες και καταλήγουμε ότι
γl1 = γl2 και a˜1 = a˜2. ΄Εpiειτα εξετάζουμε την piερίpiτωση όpiου d˜1 + d˜2 = A − 1. ΄Ετσι
έχουμε ότι sin k(1− A+ 2d˜1) και sin k(1− A+ 2d˜2) είναι γραμμικά εξαρτημένες και
αpiό τη σχέση (3.3.72) έχουμε ότι:
γl1
a˜21 + 1
2a˜1
− γl2
a˜22 + 1
2a˜2
= 0 και γl1
1− a˜21
2a˜1
+ γl2
1− a˜22
2a˜2
= 0.
Εpiιλύοντας το σύστημα συμpiεραίνουμε ότι γl1 = γl2 και a˜1 = 1/a˜2.
Στη συνέχεια εξετάζουμε όλες τις piιθανές piεριpiτώσεις όpiου τα γl δεν piροσδιορίζονται
μοναδικά. Αρχικά υpiοθέτουμε ότι d˜1 = d˜2 = A − 1. Σε αυτή την piερίpiτωση, όλες οι
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συναρτήσεις ημιτόνου εκφυλίζονται στο sin k(1− A) και αpiό την (3.3.72) piαίρνουμε:
γl1
a˜21 + 1− (−1)l(1− a˜21)
2a˜1
= γl2
a˜22 + 1− (−1)l(1− a˜22)
2a˜2
.
΄Ετσι, για l άρτιο piροκύpiτει ότι γl1 = γl2 a˜2/a˜1 και για l piεριττό, γl1 = γl2 a˜1/a˜2.
΄Εpiειτα υpiοθέτουμε ότι d˜1 = d˜2 = (A− 1)/2 και αpiό την (3.3.72) έχουμε
γl1 = γl2
a˜1a˜
2
2 + a˜1
a˜21a˜2 + a˜2
.
Τέλος, θεωρούμε όλες τι άλλες δυνατές piεριpiτώσεις, όταν ισχύει ότι d˜1 6= d˜2. Χρησι-
μοpiοιούμε τη γραμμική ανεξαρτησία των ημιτόνων και λύνοντας το σύστημα των συντε-
λεστών καταλήγουμε στο αpiοτέλεσμα. Σε ορισμένες piεριpiτώσεις piρέpiει να διακρίνουμε
μεταξύ άρτιων και piεριττών τιμών του l.
Περίpiτωση Συμpiέρασμα
1. d˜1 = A− 1, d˜2 6= A−12 γl1 = γl2/a˜1, για l = άρτιο
γl1 = a˜1γl2 , για l = piεριττό
2. d˜2 = A− 1, d˜1 6= A−12 γl1 = a˜2γl2 , για l = άρτιο
γl1 = γl2/a˜2, για l = piεριττό
3. d˜1 = A− 1, d˜2 = A−12 γl1 = γl2 a˜
2
2+1
2a˜1a˜2 , για l = άρτιο
γl1 = γl2
a˜1a˜22+a˜1
2a˜2 , για l = piεριττό
4. d˜2 = A− 1, d˜1 = A−12 γl1 = γl2 2a˜1a˜21+a˜21 , για l = άρτιο
γl1 = γl2 2a˜1a˜21a˜2+a˜2 , για l = piεριττό
5. d˜1 = A−12 , d˜2 6= A− 1 γl1 = γl2 2a˜11+a˜21
6. d˜2 = A−12 , d˜1 6= A− 1 γl1 = γl2 a˜
2
2+1
2a˜2
Το ακόλουθο θεώρημα μας εξασφαλίζει μοναδικότητα για το αντίστροφο piρόβλημα α-
νεξάρτητα αpiό το εάν ο δείκτης είναι μία συνεχής συνάρτηση ή όχι, χωρίς piεριορισμούς
στη θέση της ασυνέχειας.
Θεώρημα 3.3.6. Θεωρούμε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας (2.1.1)− (2.1.4)
για τη μοναδιαία μpiάλα του R3, όpiου ο δείκτης διάθλασης n(r) είναι μία C2 ή κατά
τμήματα C2 συνάρτηση piου ικανοpiοιεί τις υpiοθέσεις (3.1.1) − (3.1.4) και το m(r) δεν
αλλάζει piρόσημο. Τότε αν το n(0) είναι γνωστό, ο n(r) piροσδιορίζεται κατά μοναδικό
τρόpiο αpiό τη γνώση όλων των ιδιοτιμών διαpiερατότητας, συμpiεριλαμβανομένων των
piολλαpiλοτήτων.
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Αpiόδειξη. Υpiοθέτουμε ότι οι ίδιες ιδιοτιμές διαpiερατότητας αντιστοιχούν σε δύο δια-
φορετικούς δείκτες διάθλασης n1(r) και n2(r) όpiου n1(0) = n2(0) = n(0). Αpiό τις
εξισώσεις (3.3.69) και (3.3.71) έχουμε τα ακόλουθα piροβλήματα ροpiών:
∫ 1
0
t2l+2mi(t)dt =
(2l+1Γ(l + 3/2))2
n(0)l/2+1/4γlipi
, i = 1, 2 (3.3.73)
για τις αντίστοιχες συναρτήσεις mi(r), i = 1, 2. Εφόσον τα mi(r), i = 1, 2 δεν
αλλάζουν piρόσημο, είτε A > 1 ή A < 1. Σημειώνουμε ότι αpiό το λήμμα 3.3.1 έχουμε
A1 = A2 = A. Σύμφωνα με την piροηγούμενη piρόταση piρέpiει να εξετάσουμε διάφορες
piεριpiτώσεις. Αν d˜1 = d˜2 6= (A − 1)/2, A − 1 τότε γl1 = γl2 . Χρησιμοpiοιώντας
το θεώρημα του Müntz [41] για την κατά τμήματα C2 συνάρτηση m(t) στην εξίσωση
(3.3.73) καταλήγουμε ότι n1(r) = n2(r). ΄Εpiειτα υpiοθέτουμε ότι d˜1 = d˜2 = (A− 1)/2.
Αpiό την piρόταση 3.3.5 γνωρίζουμε ότι γl1 = γl2
a˜1a˜22+a˜1
a˜21a˜2+a˜2
και η σχέση (3.3.73) συνεpiάγεται
ότι
(1− n1(r)) = a˜
2
1a˜2 + a˜2
a˜1a˜22 + a˜1
(1− n2(r)).
Λαμβάνοντας υpiόψη ότι n1(0) = n2(0), piροκύpiτει ότι n1(r) = n2(r). Για την piερίpiτωση
όpiου d˜1 = d˜2 = A − 1 μελετάμε τα άρτια και τα piεριττά l χωριστά. Για l άρτιο,
γl1 = γl2 a˜2/a˜1. Μpiορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα του Müntz στην (3.3.73) για
τους εκθέτες με άρτιο l, και να καταλήξουμε ότι
(1− n1(r)) = a˜1
a˜2
(1− n2(r)).
Χρησιμοpiοιώντας και piάλι ότι n1(0) = n2(0) piροκύpiτει η μοναδικότητα. Για τα piεριττά l
μpiορούμε να εpiαναλάβουμε την ίδια διαδικασία. Αντίστοιχα, για όλες τις άλλες δυνατές
piεριpiτώσεις της piρότασης 3.3.5, όpiου d˜1 6= d˜2, αpiοδεικνύουμε ότι n1(r) = n2(r) και
έτσι καταλήγουμε σε άτοpiο.
Τέλος, θεωρούμε δύο piροβλήματα όpiου το piρώτο αντιστοιχεί σε συνεχή δείκτη και το
δεύτερο έχει μία ασυνέχεια, και υpiοθέτουμε ότι έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές διαpiερατότητας.
Τότε, Dl1(k)/c2l+21 = Dl2(k)/c2l+22 όpiου τα Dl1(k) έχουν την ακόλουθη ασυμpiτωτική
συμpiεριφορά (2.2.35):
Dl1(k) =
1
kn(0)l/2+1/4 sin k(1− A1) + O
(
ln k
k2
)
Ακολουθώντας τα βήματα του λήμματος 3.3.1 και της piρότασης 3.3.5 και εφαρμόζοντας
το θεώρημα του Müntz για την (3.3.73), καταλήγουμε σε άτοpiο ακόμα και όταν d˜ =
(A− 1)/2 ή d˜ = A− 1. Αυτό ολοκληρώνει την αpiόδειξη.
Σημείωση 3.3.7. Σημειώνουμε ότι η θέση και το μέγεθος της ασυνέχειας του δείκτη
διάθλασης piροσδιορίζονται μοναδικά αpiό τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας.
Σημείωση 3.3.8. Πιστεύουμε ότι αυτό το αpiοτέλεσμα μοναδικότητας θα μpiορούσε
να εpiεκταθεί σε έναν κατά τμήματα C2 δείκτη διάθλασης με piερισσότερες ασυνέχειες
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(βλ. piαράρτημα Αʹ.3). Μία ανάλογη τεχνική θα μpiορούσε να χρησιμοpiοιηθεί αλλά η
διαδικασία θα είναι σίγουρα piιο piολύpiλοκη. Για το αντίστροφο piρόβλημα τύpiου Sturm-
Liouville με δύο ασυνέχειες piαραpiέμpiουμε στο [89]. Εpiιpiλέον, οι piαραpiάνω συλλογισμοί
θα μpiορούσαν να εφαρμοστούν και σε άλλα ασυνεχή piροβλήματα ιδιοτιμών piου μpiορούν
να αpiλοpiοιηθούν σε μονοδιάστατα (pi.χ. εξίσωση Schrödinger με ασυνεχές δυναμικό).
3.4 Ασυμpiτωτική συμpiεριφορά των ιδιοτιμών διαpiερατότητας
Στη συνέχεια piαρουσιάζουμε ορισμένα αpiοτελέσματα όσον αφορά την ασυμpiτωτική συ-
μpiεριφορά των ιδιοτιμών διαpiερατότητας για το ασυνεχές piρόβλημα. ΄Οpiως έχουμε α-
ναφέρει νωρίτερα, οι piραγματικές ιδιοτιμές piου αντιστοιχούν σε σφαιρικά συμμετρικές
ιδιοσυναρτήσεις ενός δείκτη διάθλασης n(r) ∈ C2, ικανοpiοιούν την εκτίμηση (2.3.64):
k2m =
m2pi2
(A− 1)2 + O(1), (3.4.74)
(όpiου θεωρούμε τη μοναδιαία μpiάλα στο R3). Αυτή η σχέση piροκύpiτει αpiό μία αναpiα-
ράσταση για τις ιδιοτιμές [72], η οpiοία συμpiεριλαμβάνει και τους συντελεστές Fourier
για το p(t)
k2m =
m2pi2
(1− A)2 +
1
1− A
∫ 1
0
p(t)dt− 11− A
∫ 1
0
p(t) cos 2pimt1− Adt+ O
( 1
m
)
για m αρκούντως μεγάλο και το p(t) να δίνεται αpiό τη σχέση (2.2.40). Στην εργασία
[72, λήμμα 2], οι συγγραφείς αpiέδειξαν ότι υpiάρχει μία μοναδική ιδιοτιμή διαpiερατότητας
σε κάθε διάστημα της μορφής
Im(C1, C2) =
(
pim
|1− A| (1− C1/m) ,
pim
|1− A| (1 + C2/m)
)
για κάpiοιες κατάλληλα μικρές σταθερές C1, C2. Εξετάζουμε κατά piόσο κάτι τέτοιο θα
μpiορούσε να ισχύει για το ασυνεχές piρόβλημα.
Πρόταση 3.4.1. Θεωρούμε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας (3.2.21)−(3.2.23)
για έναν κατά τμήματα C2 δείκτη διάθλασης piου ικανοpiοιεί τις συνθήκες (3.1.1)−(3.1.4).
Τότε υpiάρχει τουλάχιστον μία ιδιοτιμή km σε κάθε διάστημα
Im =
(
− pi2|1− A| +
pim
|1− A| ,
pim
|1− A| +
pi
2|1− A|
)
,
για m αρκούντως μεγάλο.
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Αpiόδειξη. Η χαρακτηριστική ορίζουσα του ασυνεχούς piροβλήματος ικανοpiοιεί τον α-
συμpiτωτικό τύpiο (3.2.43):
D0(k) =
1
kn(0)1/4
[
a˜2 + 1
2a˜ sin k (1− A) +
1− a˜2
2a˜ sin k
(
1− A+ 2d˜
)]
+ O
( 1
k2
)
και άρα υpiάρχει μία θετική σταθερά C τέτοια ώστε∣∣∣∣∣D0(k)− 1kn(0)1/4
[
a˜2 + 1
2a˜ sin k (1− A) +
1− a˜2
2a˜ sin k
(
1− A+ 2d˜
)]∣∣∣∣∣ ≤ Ck2 .
(3.4.75)
Εάν θέσουμε k+m := pim|1−A| +
pi
2|1−A| και υpiολογίσουμε το D0(k) στο k
+
m έχουμε
D0(k+m) ≥
a˜2 + 1
k+m2a˜n(0)1/4
[
sin 1− A|1− A|
(
mpi + pi2
)
+ 1− a˜
2
a˜2 + 1 sin k
+
m(1− A+ 2d˜)
]
− C
k+2m
= a˜
2 + 1
k+m2a˜n(0)1/4
[
(−1)msgn(1− A) + 1− a˜
2
a˜2 + 1 sin k
+
m(1− A+ 2d˜)
]
− C
k+2m
.
Τώρα, εφόσον −1 < 1−a˜2
a˜2+1 < 1, εάν το m είναι άρτιος αριθμός και το A < 1 ή το m είναι
piεριττός και A > 1, καταλήγουμε ότι
D0(k+m) ≥
(
1− 1− a˜
2
a˜2 + 1
)
a˜2 + 1
k+m2a˜n(0)1/4
− C
k+2m
> 0 (3.4.76)
για m κατάλληλα μεγάλο.
Στη συνέχεια θέτουμε k−m := pim|1−A| − pi2|1−A| και υpiολογίζουμε το D0(k) για k−m. Αpiό τη
σχέση (3.4.75) piροκύpiτει
D0(k−m) ≤
a˜2 + 1
k−m2a˜n(0)1/4
[
(−1)m+1sgn(1− A) + 1− a˜
2
a˜2 + 1 sin k
−
m(1− A+ 2d˜)
]
+ C
k−2m
και άρα, αν το m είναι άρτιος και A < 1 ή το m είναι piεριττός και A > 1 θα ισχύει ότι
D0(k−m) ≤
(
1− a˜2
a˜2 + 1 − 1
)
a˜2 + 1
k+m − a˜n(0)1/4
+ C
k−2m
< 0 (3.4.77)
για m κατάλληλα μεγάλο. Οι ανισότητες (3.4.76) και (3.4.77) συνεpiάγονται ότι το
D0(k) θα λαμβάνει τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα Im για m άρτιο και A < 1 ή για
m piεριττό και A > 1.
Με ανάλογους συλλογισμούς, όταν το m είναι άρτιο και το A > 1 ή το m piεριττό και
A < 1 καταλήγουμε ότι η D0(k) έχει τουλάχιστον μία ρίζα σε κάθε Im για m κατάλληλα
μεγάλο και A 6= 1.
Η piροηγούμενη piρόταση δε μας εξασφαλίζει την ύpiαρξη μίας μοναδικής ιδιοτιμής σε κάθε
διάστημα Im. Η μοναδικότητα για το συνεχές piρόβλημα εξασφαλίζεται αpiοδεικνύοντας
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ότι το dD0(k)/dk δε μηδενίζεται piοτέ σε κάθε διάστημα Im(C1, C2). Αυτό το εpiιχείρημα
δεν εφαρμόζεται στην piερίpiτωσή μας. Εpiιpiλέον, στο [54, λήμμα 4], αpiοδεικνύεται ότι
κάθε ιδιοτιμή του ασυνεχούς piροβλήματος Sturm-Liouville βρίσκεται σε ένα διάστημα
της μορφής Jm = |km − m| < 1/2, ως εφαρμογή του θεωρήματος Rouché [82]. Η
αpiόδειξη βασίζεται στη διαpiίστωση ότι η αντίστοιχη χαρακτηριστική εξίσωση και η συ-
νάρτηση sin kpi έχουν τον ίδιο αριθμό ριζών σε κάθε διάστημα Jm. Δε θα μpiορούσαμε
να piεριμένουμε να ισχύει κάτι τέτοιο στο δικό μας piρόβλημα αφού η D0(k) μpiορεί να
έχει μιγαδικές ρίζες.
Στο ακόλουθο piαράδειγμα δείχνουμε ότι η ύpiαρξη μίας ασυνέχειας στον δείκτη διάθλα-
σης συνεpiάγεται ότι μpiορεί να υpiάρχουν piερισσότερες αpiό μία ρίζες σε κάθε διάστημα
Im.
Παράδειγμα 3.4.2. Ορίζουμε τον ακόλουθο δείκτη διάθλασης τύpiου Halm (βλ. [36,
piαράδειγμα 2])
n1(r) :=
(0.9)2
(0.9 + (1− r)2)2 (3.4.78)
ο οpiοίος ικανοpiοιεί: n1(r)∈ C2[0, 1], n1(1) = 1 και n′1(1) = 0. Εpiίσης, ο αντίστοιχος
μετασχηματισμός Liouville είναι σταθερός, p(ξ) ' −1.11 και ο χρόνος μετακίνησης
ισούται με A =
∫ 1
0 (n1(t))1/2dt ' 0.77.
Θεωρούμε εpiίσης τον δείκτη διάθλασης n2(r) ο οpiοίος είναι ασυνεχής για r = d = 1/2
n2(r) :=
 nc ' 0.88, 0 < r < 1/2(0.08)2
(0.08+(1−r)2)2 , 1/2 < r < 1
(3.4.79)
όpiου η σταθερή τιμή nc εpiιλέγεται έτσι ώστε οι n1 και n2 να έχουν ίσους χρόνους
μετακίνησης, δηλαδή
∫ 1
0
(n1(t))1/2dt =
∫ 1/2
0
(nc)1/2dt+
∫ 1
1/2
(
(0.08)2
(0.08 + (1− t)2)2
)1/2
dt.
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
nHrL
d
continuous
discontinuous
Σχήμα 3.3: Οι δείκτες διάθλασης n1(r) και n2(r)
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Για τους ασυμpiτωτικούς τύpiους (2.2.47) και (3.2.43) των οριζουσών έχουμε
D01(k) =
1
kn1(0)1/4
sin k (1− A) + O
( 1
k2
)
(3.4.80)
και
D02(k) =
1
kn
1/4
c
[
a˜2 + 1
2a˜ sin k (1− A) +
1− a˜2
2a˜ sin k
(
1− A+ 2d˜
)]
+O
( 1
k2
)
(3.4.81)
όpiου d˜ =
∫ 1/2
0 (nc)1/2dt ' 0.47 και a˜ = (n2(1/2)/nc)1/4 ' 0.51. Προφανώς, το D01(k)
έχει μόνο μία ρίζα σε κάθε διάστημα Im αλλά αυτό δεν ισχύει για το D02(k), όpiως
μpiορούμε να δούμε στο σχήμα 3.4.
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Σχήμα 3.4: Η κατανομή των piραγματικών ριζών για τα D01(k) και D02(k)
Χρησιμοpiοιώντας λογισμικό εύρεσης ριζών, υpiολογίζουμε τις piραγματικές ρίζες των κυ-
ρίαρχων όρων των (3.4.80) και (3.4.81) στο διάστημα [0, 15pi/|1−A|]. ΄Οpiως μpiορούμε
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Σχήμα 3.5: Αριθμός των ριζών για τον συνεχή και τον ασυνεχή δείκτη διάθλασης
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να διαpiιστώσουμε, για m ≥ 5, το D02(k) έχει piερισσότερες αpiό μία ρίζες σε κάθε δι-
άστημα Im και άρα ένας ασυμpiτωτικός τύpiος της μορφής (3.4.74) δεν ισχύει για τον
ασυνεχή δείκτη διάθλασης n2(r). Ως αpiοτέλεσμα, καταλήγουμε ότι εν γένει οι ιδιοτιμές
διαpiερατότητας μpiορεί να μην ικανοpiοιούν ένα αναλυτικό ασυμpiτωτικό ανάpiτυγμα. Πα-
ρόλα αυτά, κατανέμονται με ένα συγκεκριμένο τρόpiο όpiως μας εξασφαλίζει η piρόταση
3.4.1, με το +∞ να είναι το μόνο σημείο συσσώρευσης.
4Αριθμητικές μέθοδοι για το ευθύ
εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας
Στο piαρόν κεφάλαιο piαρουσιάζουμε μία αριθμητική μέθοδο για το ευθύ εσωτερικό piρόβλη-
μα διαpiερατότητας [48]. Αρχικά, δείχνουμε ότι το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας
είναι ένα μη αυτοσυζυγές piρόβλημα ιδιοτιμών υpiό την piροϋpiόθεση ότι η συνάρτηση n−1
δεν αλλάζει piρόσημο. Εξετάζουμε τη διακριτή μορφή του ευθέος piροβλήματος χρησιμο-
piοιώντας την κλασική μεταβολική διατύpiωση για ελλειpiτικά piροβλήματα. Διατυpiώνουμε
εpiίσης μία μέθοδο τύpiου Galerkin στον χώρο Sobolev H20 (D) για τον υpiολογισμό των
ιδιοτιμών διαpiερατότητας. Εpiιpiλέον, χρησιμοpiοιώντας μία κατάλληλη αναpiαράσταση
του piροβλήματος ως ένα piρόβλημα τελεστών αpiοδεικνύουμε τη σύγκληση της μεθόδου.
Τέλος, piαρουσιάζουμε ορισμένα piρόσφατα αpiοτελέσματα αpiό αριθμητικές μεθόδους για
τον υpiολογισμό των ιδιοτιμών διαpiερατότητας.
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4.1 Το διακριτό εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας
Θεωρούμε το piρόβλημα του υpiολογισμού των ιδιοτιμών διαpiερατότητας piου αντιστοι-
χούν σε ένα γνωστό δείκτη διάθλασης n(x). Η piρώτη αριθμητική μελέτη αυτού του
piροβλήματος piραγματοpiοιήθηκε στην εργασία [38]. Αpiό τότε, η έρευνα στην piεριοχή
των αριθμητικών μεθόδων για τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας έχει αναpiτυχθεί piολύ και
συνεχίζεται μέχρι σήμερα. Στη συνέχεια, piροτείνουμε μία αpiλή υpiολογιστική μέθοδο
piου βασίζεται σε μία ισοδύναμη διατύpiωση του piροβλήματος ως ένα piρόβλημα ιδιοτιμών
τέταρτης τάξης.
4.1.1 Το piρόβλημα ιδιοτιμών σε τελεστική μορφή
΄Εστω ότι το D είναι ένα φραγμένο και αpiλά συνεκτικό χωρίο στο R2 με κατά τμήματα
ομαλό σύνορο ∂D και n ∈ L∞(D). Υpiοθέτουμε ότι το n(x) και το 1/|n(x) − 1| > 0
είναι φραγμένες, θετικές και piραγματικές συναρτήσεις, ορισμένες στο D. Το εσωτερικό
piρόβλημα διαpiερατότητας (1.2.16)-(1.2.19) μpiορεί να μετασχηματιστεί σε μία εξίσωση
τέταρτης τάξης για μία συνάρτηση u := w − v ∈ H20 (D)
(∆ + k2n) 1
n− 1(∆ + k
2)u = 0, στο D (4.1.1)
μαζί με τις ομογενείς συνοριακές συνθήκες
u = 0 και ∂u
∂ν
= 0, στο ∂D (4.1.2)
όpiου με ν συμβολίζουμε το εξωτερικό κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα στο ∂D (βλ. [22, 81]).
Πράγματι, εφόσον u = w − v, έχουμε ότι το u ικανοpiοιεί τη σχέση
(∆ + k2)u = k2(1− n)w (4.1.3)
και το w ικανοpiοιεί την (1.2.16) στο D. Για να αpiαλείψουμε το w αpiό την (4.1.3)
διαιρούμε με n − 1 και εφαρμόζουμε τον τελεστή (∆ + k2n). ΄Ετσι καταλήγουμε στην
(4.1.1). Τα αpiοτελέσματα αυτής της piαραγράφου μpiορούν να εφαρμοστούν για τις ίδιες
εξισώσεις στο R3. Για λόγους αpiλότητας, υpiοθέτουμε ότι n(x) − 1 ≥ δ > 0 σχεδόν
piαντού, αλλά piαρόλα αυτά, η ακόλουθη θεωρία ισχύει και όταν το n(x) είναι αυστηρά
μικρότερο του 1.
Στη μεταβολική διατύpiωση, το piρόβλημα (4.1.1)− (4.1.2) είναι ισοδύναμο με την εύρεση
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μίας συνάρτησης u ∈ H20 (D) έτσι ώστε:∫
D
1
n− 1(∆u+ k
2u)(∆φ+ k2nφ)dx = 0, ∀ φ ∈ H20 (D). (4.1.4)
Ορίζουμε τις ακόλουθες φραγμένες ημιγραμμικές μορφές στον H20 (D)×H20 (D):
a(u, φ) :=
( 1
n− 1∆u,∆φ
)
D
a1(u, φ) := −
(
n
n− 1∆u, φ
)
D
−
( 1
n− 1u,∆φ
)
D
a2(u, φ) :=
(
n
n− 1u, φ
)
D
∀u, φ ∈ H20 (D), όpiου με ( · , · )D συμβολίζουμε το εσωτερικό γινόμενο στον L2(D). Το
piρόβλημα (4.1.4) γράφεται στην ακόλουθη μορφή:
a(u, φ)− k2a1(u, φ) + k4a2(u, φ) = 0, ∀ φ ∈ H20 (D).
΄Οταν το n(x)− 1 ≥ δ > 0, η a(u, φ) είναι piιεστική, δηλαδή:
a(u, u) ≥ c||u||2H20 (D)
για κάpiοια θετική σταθερά c. Αυτό το αpiοτέλεσμα piροκύpiτει χρησιμοpiοιώντας το γε-
γονός ότι η H20 (D)−νόρμα μίας συνάρτησης είναι ισοδύναμη με την L2(D)−νόρμα της
Λαpiλασιανής της, ως αpiοτέλεσμα της ανισότητας Poincaré. Η piιεστικότητα της a(u, φ)
συνεpiάγεται ότι το k = 0 δεν είναι ιδιοτιμή αυτού του piροβλήματος. Εpiίσης, η a2(u, φ)
είναι μη αρνητική.
Χρησιμοpiοιώντας το θεώρημα αναpiαράστασης του Riesz ορίζουμε τους ακόλουθους
φραγμένους γραμμικούς τελεστές T : H20 (D) → H20 (D), T1 : H20 (D) → H20 (D), T2 :
H20 (D)→ H20 (D) μέσω των σχέσεων:
a(u, φ) = (Tu, φ)H2(D)
a1(u, φ) = (T1u, φ)H2(D)
a2(u, φ) = (T2u, φ)H2(D)
Θέτοντας k2 := τ μpiορούμε να γράψουμε την (4.1.4) ως ένα τετραγωνικό piρόβλημα
τελεστών:
Tu− τT1u+ τ 2T2u = 0 (4.1.5)
Δεδομένου ότι οι a(u, φ), a1(u, φ) και a2(u, φ) είναι ερμιτιανές, οι τελεστές T, T1 και T2
είναι αυτοσυζυγείς. Εξ ορισμού, ο T είναι θετικά ορισμένος. Ακόμα, αpiό τη συμpiαγή
εμφύτευση του H20 (D) στον L2(D), έχουμε ότι οι T1, T2 είναι συμpiαγείς τελεστές. Αpiό
την piιεστικότητα του T έχουμε ότι ο T−1 είναι φραγμένος, και το εσωτερικό piρόβλημα
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διαpiερατότητας μpiορεί να εκφραστεί ισοδύναμα στην piαρακάτω μορφή:
u− τK1u+ τ 2K2u = 0 (4.1.6)
όpiου οι K1 και K2 είναι αυτοσυζυγείς, συμpiαγείς τελεστές και ο K2 είναι μη αρνητικός,
και ορίζονται αpiό τις σχέσεις [22]:
K1 = T−1/2T1T−1/2 και K2 = T−1/2T2T−1/2. (4.1.7)
Χρησιμοpiοιούμε για λόγους αpiλότητας στη σχέση (4.1.6) το σύμβολο u αντί για το
T 1/2u, ακολουθώντας το συμβολισμό στη σχετική βιβλιογραφία. Σημειώνουμε ότι εάν ο
U είναι ένας διαχωρίσιμος χώρος Hilbert και ο A είναι ένας φραγμένος, θετικά ορισμένος
και αυτοσυζυγής τελεστής στον U , ορίζουμε τους τελεστές A±1/2 :=
∫∞
0 λ
±1/2dEλ όpiου
το dEλ είναι το φασματικό μέτρο σχετιζόμενο με τον A. Είναι γνωστό ότι οι τελεστές
A±1/2 είναι εpiίσης φραγμένοι, θετικά ορισμένοι και αυτοσυζυγείς στον U , A−1/2A1/2 =
I και A1/2A1/2 = A.
Τώρα, το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας μpiορεί να γραφτεί σε τελεστική μορφή
ως το γραμμικό piρόβλημα ιδιοτιμών:
(K− ξI)U = 0, U = (u, τK1/22 u)>, ξ :=
1
τ
(4.1.8)
για τον μη αυτοσυζυγή και συμpiαγή τελεστή K : H20 (D)×H20 (D)→ H20 (D)×H20 (D),
ο οpiοίος δίνεται αpiό τη σχέση:
K :=
 K1 −K1/22
K
1/2
2 0

Σημειώνουμε ότι το ξ είναι καλά ορισμένο εφόσον το τ = k2 = 0 δεν είναι ιδιοτιμή του
piροβλήματος. Η piαραpiάνω αναpiαράσταση είναι εντελώς ισοδύναμη με την τετραγωνική
μορφή (4.1.6). Ακόμα, αυτή η έκφραση για τον K υpiοδηλώνει ότι το εσωτερικό piρόβλη-
μα διαpiερατότητας είναι μη αυτοσυζυγές. ΄Ετσι, αpiό αυτό το σημείο μpiορεί κανείς να
διαpiιστώσει ότι το σύνολο των ιδιοτιμών διαpiερατότητας είναι διακριτό, με το +∞ να
είναι το μόνο piιθανό σημείο συσσώρευσης.
4.1.2 Μία μέθοδος τύpiου Galerkin για το ευθύ piρόβλημα
Υιοθετούμε μία αpiλή μέθοδο τύpiου Galerkin, η οpiοία βασίζεται στην ασθενή μορφή του
piροβλήματος. Η κυριότερη δυσκολία της piροσεγγιστικής μας μεθόδου είναι ότι αφορά
ένα piρόβλημα ιδιοτιμών το οpiοίο δεν είναι αυτοσυζυγές.
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΄Εστω ότι {φi}∞i=1 είναι ένα σύνολο ιδιοσυναρτήσεων του piροβλήματος:
Lφi = µiφi στο D (4.1.9)
φi = 0,
∂φi
∂ν
= 0 στο ∂D (4.1.10)
όpiου ο L είναι ένας ελλειpiτικός τελεστής τέταρτης τάξης. Μpiορούμε να χρησιμοpiοι-
ήσουμε οpiοιονδήpiοτε ελλειpiτικό τελεστή L. Στην εργασία μας θεωρούμε τον τελεστή
της 2−Λαpiλασιανής για τον οpiοίο τα ιδιοζεύγη μpiορούν εύκολα να υpiολογιστούν και
οι ιδιοσυναρτήσεις αpiοτελούν μία βάση Hilbert στον χώρο H20 (D). Για τέταρτης τάξης
piροβλήματα ιδιοτιμών υpiάρχουν διάφορες piροσεγγιστικές μέθοδοι, όpiως pi.χ. αυτή των
Weinstein-Aronjszajn [52], piου βασίζονται σε piαρόμοιες αpiλές βάσεις Hilbert.
Υpiοθέτουμε λοιpiόν ότι το {φi}∞i=1 είναι ένα τέτοιο σύνολο και κάθε ιδιοσυνάρτηση δια-
piερατότητας uk μpiορεί να αναpiτυχθεί σε αυτό το σύστημα μέσω της έκφρασης:
uk =
∞∑
i=1
ciφi. (4.1.11)
η οpiοία είναι μία συγκλίνουσα σειρά στον H20 (D). Μpiορούμε να piροσεγγίσουμε τη uk
αpiό το άθροισμα:
u
(N)
k =
(N)∑
i=1
ciφi. (4.1.12)
Εισάγουμε τη u(N)k στην (4.1.4) και χρησιμοpiοιούμε για δοκιμαστικές συναρτήσεις τις
ιδιοσυναρτήσεις φi, i = 1, . . . , N. ΄Ετσι, το piροσεγγιστικό μη γραμμικό piρόβλημα ιδιο-
τιμών γράφεται σε μορφή piινάκων ως εξής:
[A(N) − (k(N))2B(N) + (k(N))4C(N)]c = 0, (4.1.13)
όpiου
A(N) :=
∫
D
1
n(x)− 1∆φi∆φjdx
B(N) := −
(∫
D
n(x)
n(x)− 1∆φiφjdx+
∫
D
1
n(x)− 1φi∆φjdx
)
(4.1.14)
C(N) :=
∫
D
n(x)
n(x)− 1φiφjdx
είναι N ×N piίνακες και c = (c1, c2, . . . , cN)>, i, j = 1, . . . , N.
Η εξίσωση (4.1.13) είναι ένα τυpiικό τετραγωνικό piρόβλημα ιδιοτιμών [87] και είναι εντε-
λώς ανάλογο με το piρόβλημα τελεστών (4.1.5). Πιο συγκεκριμένα, οι A(N), B(N), C(N)
είναι αυτοσυζυγείς και οι A(N), C(N) θετικά ορισμένοι. Αυτές οι ιδιότητες για τους
piίνακες piροκύpiτουν αpiευθείας αpiό τις ιδιότητες των αντίστοιχων τελεστών της σχέσης
(4.1.5). ΄Εpiειτα, μpiορούμε να μετασχηματίσουμε το piρόβλημα (4.1.13) σε ένα γραμμικό
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piρόβλημα ιδιοτιμών για έναν μpiλοκ-piίνακα:
(K(N) − ξ(N)I(N))U (N) = 0, (4.1.15)
όpiου
U (N) = (c, τ (N)(K(N)2 )1/2c)>, ξ(N) :=
1
τ (N)
,
και ο μpiλοκ-piίνακας ορίζεται ως
K(N) :=
 K(N)1 −(K(N)2 )1/2
(K(N)2 )1/2 0
 (4.1.16)
και
K
(N)
1 : = (A(N))−1/2B(N)(A(N))−1/2 (4.1.17)
K
(N)
2 : = (A(N))−1/2C(N)(A(N))−1/2 (4.1.18)
Σημειώνουμε ότι κάθε θετικά ημιορισμένος piίνακας έχει μία μοναδική θετικά ημιορισμένη
τετραγωνική ρίζα [67].
Συνεχίζοντας, μελετάμε την ύpiαρξη και τη σύγκλιση των ιδιοτιμών του διακριτού piρο-
βλήματος. Η εpiόμενη piρόταση μας εξασφαλίζει την ύpiαρξη των ιδιοτιμών του piροβλήμα-
τος (4.1.13).
Πρόταση 4.1.1. Υpiοθέτουμε ότι n(x) > 1 για x ∈ D. Τότε υpiάρχουν 2N ιδιοτιμές
για το piρόβλημα (4.1.13).
Αpiόδειξη. Αυτό το αpiοτέλεσμα piροκύpiτει άμεσα αpiό το γραμμικοpiοιημένο piρόβλημα
(4.1.15), το οpiοίο είναι ένα κλασικό piρόβλημα ιδιοτιμών για έναν τετραγωνικό 2N × 2N
piίνακα. ΄Αρα ισοδύναμα, υpiάρχουν 2N ιδιοτιμές για το (4.1.13).
Μpiορούμε να εpiαληθεύσουμε ένα αpiοτέλεσμα ύpiαρξης και για την piερίpiτωση 0 <
n(x) < 1, έpiειτα αpiό ορισμένες αλλαγές στη διατύpiωση των ημιγραμμικών μορφών (βλ.
εpiίσης [38]).
Προκειμένου να αpiοδείξουμε ότι οι ιδιοτιμές του διακριτού piροβλήματος συγκλίνουν
στις αντίστοιχες του αρχικού piροβλήματος, piρέpiει να δείξουμε ότι τ (N)→τ (ή ισοδύνα-
μα ξ(N) → ξ). Αλλά η βασική δυσκολία έγκειται στο ότι το piρόβλημά μας δεν είναι
αυτοσυζυγές και άρα δεν μpiορούμε να εφαρμόσουμε αpiοτελέσματα σύγκλισης για συ-
μpiαγή και αυτοσυζυγή piροβλήματα ιδιοτιμών. Για να piαρακάμψουμε αυτή τη δυσκολία
χρησιμοpiοιούμε ορισμένα γενικά αpiοτελέσματα για σύγκλιση σε χώρους Banach, [8, 43]
όpiου τα βασικά εργαλεία είναι εpiιχειρήματα συμpiάγειας και σύγκλισης αpiομονωμένων
ιδιοτιμών.
΄Εστω ότι X είναι ένας μιγαδικός χώρος Banach εφοδιασμένος με την || ||−νόρμα και
{Xn} είναι μία ακολουθία αpiό piεpiερασμένης διάστασης υpiόχωρους του X, τους οpiοίους
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piαραμετρικοpiοιούμε με το n, το οpiοίο θα συμβολίζει τη διάσταση. Εισάγουμε το ακόλου-
θο piλαίσιο, [43]: Πn : X → X είναι γραμμικές piροβολές με εικόνα το Xn, A : X → X
είναι ένας γραμμικός φραγμένος τελεστής και οι γραμμικοί τελεστές Bn : X → X, με
εικόνα το Xn, υpiοθέτουμε ότι piροσεγγίζουν τον A. Τότε, οι An ορίζονται ως ο piε-
ριορισμός των Bn στο Xn. Οι Bn θα ονομάζονται piροσεγγίσεις Galerkin του A εάν
Bn = ΠnA και τότε An := ΠnA|Xn : Xn → Xn.
Βασιζόμενοι στο [8], εισάγουμε το κατάλληλο piλαίσιο για τη σύγκλιση συμpiαγών τελε-
στών. ΄Εστω ότι ο H είναι ένας μιγαδικός χώρος Banach και K : H → H είναι ένας
γραμμικός και συμpiαγής τελεστής. Υpiοθέτουμε ότι το µ είναι μία μη μηδενική ιδιοτιμή
του K με αλγεβρική piολλαpiλότητα m και ότι οι K(N) : H → H αpiοτελούν μία ακολου-
θία αpiό γραμμικούς τελεστές piου συγκλίνει στον K, στην τοpiολογία της νόρμας, για
N → ∞. ΄Εστω ότι Γ είναι ένας κύκλος στο μιγαδικό εpiίpiεδο με κέντρο µ, ο οpiοίος
βρίσκεται στο εpiιλύων σύνολο
ρ(K) = {λ ∈ C : (K− λ)−1 είναι γραμμικός και φραγμένος},
και καμία άλλη ιδιοτιμή του K δεν piεριέχεται στο Γ. Σε αυτή την piερίpiτωση, στο
[8] αpiοδεικνύεται ότι για N αρκούντως μεγάλο, το Γ ⊂ ρ(K(N)) και μετρώντας με
βάση την αλγεβρική piολλαpiλότητα υpiάρχουν m το piλήθος ιδιοτιμές του K(N) στο Γ.
Εάν συμβολίσουμε αυτές τις ιδιοτιμές με µ1,N , µ2,N , . . . , µm,N και αν Γ
′
είναι ένας άλ-
λος κύκλος με κέντρο το µ με οσοδήpiοτε μικρή ακτίνα θέλουμε, έχουμε ότι όλες οι
µ1,N , µ2,N , . . . , µm,N piερικλείονται στον Γ
′
για N κατάλληλα μεγάλο. ΄Ετσι έχουμε ότι
limN→∞ µj,N = µ για j = 1, · · · ,m.
Τώρα, μpiορούμε να διατυpiώσουμε το ακόλουθο θεώρημα, το οpiοίο μας εξασφαλίζει την
αpiαιτούμενη σύγκλιση για τις ιδιοτιμές:
Θεώρημα 4.1.2. Οι ιδιοτιμές του γραμμικού piροβλήματος piινάκων (4.1.15) συγκλίνουν
στις αντίστοιχες ιδιοτιμές του piροβλήματος τελεστών (4.1.8) όταν N →∞.
Αpiόδειξη. Ορίζουμε ως X := H20 (D), ως XN := H20 (D),N ένα N−διάστατο υpiόχωρο
του H20 (D) και ως ΠN : H20 (D)→ H20 (D) τις γραμμικές ορθογώνιες piροβολές με εικόνα
τον H20 (D),N . Ορίζουμε εpiίσης τους ακόλουθους γραμμικούς φραγμένους τελεστές:
T (N) := ΠNT |XN : XN → XN
T
(N)
1 := ΠNT1|XN : XN → XN
T
(N)
2 := ΠNT2|XN : XN → XN .
Οι piίνακες piου δίνονται στη σχέση (4.1.14) και εκφράζουν την piροσέγγιση Galerkin του
piροβλήματος, αντιστοιχούν στους piαραpiάνω γραμμικούς τελεστές. Ακόμα ορίζουμε
K
(N)
1 : = (T (N))−1/2T
(N)
1 (T (N))−1/2, (4.1.19)
K
(N)
2 : = (T (N))−1/2T
(N)
2 (T (N))−1/2 (4.1.20)
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με τους αντίστοιχους piίνακες να δίνονται στις (4.1.17)-(4.1.18). ΄Εστω H := H20 (D) ×
H20 (D), τότε ο K : H → H είναι συμpiαγής. Εpiιpiλέον, θέτουμε
K(N) :=
 K(N)1 −(K(N)2 )1/2
(K(N)2 )1/2 0

με τον αντίστοιχο μpiλοκ-piίνακα να ορίζεται στη (4.1.16). Οι K(N) αναpiαριστούν μία
ακολουθία αpiό τελεστές piου piροσεγγίζουν τον τελεστή K και έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές
με τους μpiλοκ-piίνακες (4.1.16). ΄Ετσι, μpiορούμε να δείξουμε ότι οι ιδιοτιμές των K(N)
συγκλίνουν σε αυτές του K εάν εpiαληθεύσουμε ότι K(N) → K στη νόρμα για N →∞.
Αpiό τον ορισμό της νόρμας τελεστή για έναν μpiλοκ-τελεστή έχουμε:
||K−K(N)|| ≤ ||K1 −K(N)1 ||+ 2||K1/22 − (K(N)2 )1/2||.
Η μορφή των K1 και K
(N)
1 ως γινόμενα τελεστών, piου δίνεται στις (4.1.7) και (4.1.19)
αντίστοιχα, έχει ως αpiοτέλεσμα ότι:
||K1 −K(N)1 ||=||T−1/2T1T−1/2 − (T (N))−1/2T (N)1 (T (N))−1/2||
≤||(T−1/2 − (T (N))−1/2)T1T−1/2||+||(T (N))−1/2||||T1(T−1/2 − (T (N))−1/2)||
+ ||T1 − T (N)1 ||||(T (N))−1/2||2
Η ακολουθία (T (N))−1/2 είναι ομοιόμορφα φραγμένη και κατά σημείο συγκλίνουσα, ο
T1 είναι συμpiαγής και αυτοσυζυγής και ο T−1/2 είναι αυτοσυζυγής. Χρησιμοpiοιώντας
το γεγονός ότι αν piολλαpiλασιαστεί αpiό δεξιά μία σημειακά συγκλίνουσα ακολουθία
φραγμένων τελεστών με έναν συμpiαγή τελεστή τότε συγκλίνει και στη νόρμα [51, σελ.
108], συμpiεραίνουμε ότι
||(T−1/2 − (T (N))−1/2)T1T−1/2|| → 0
και
||(T (N))−1/2||||T1(T−1/2 − (T (N))−1/2)|| = ||(T (N))−1/2||||(T−1/2 − (T (N))−1/2)T1|| → 0.
Δεδομένου ότι ο T1 είναι συμpiαγής και η ακολουθία (T (N))−1/2 είναι ομοιόμορφα φραγ-
μένη, piροκύpiτει άμεσα ότι
||(T1 − T (N)1 )||||(T (N))−1/2||2 → 0.
΄Ετσι, καταλήγουμε ότι ||K1−K(N)1 || → 0. Με αντίστοιχα εpiιχειρήματα για τουςK1/22 και
(K(N)2 )1/2, οι οpiοίοι έχουν όμοια δομή με τους K1 και K
(N)
1 αντίστοιχα, εpiαληθεύουμε
ότι ||K1/22 − (K(N)2 )1/2|| → 0. ΄Αρα, το ζητούμενο αpiοτέλεσμα σύγκλισης έpiεται.
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4.2 Αριθμητικές μέθοδοι για τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας
Το piρόβλημα του υpiολογισμού των ιδιοτιμών διαpiερατότητας έχει piροσελκύσει το εν-
διαφέρον piολλών ερευνητών αpiό το 2010, με κύριο ζήτημα την ανάpiτυξη αριθμητικών
μεθόδων για ακριβείς υpiολογισμούς. Αυτό το piρόβλημα είναι piολύ αpiαιτητικό εpiειδή
δεν είναι ούτε γραμμικό ούτε αυτοσυζυγές (όpiως δείξαμε στην piροηγούμενη ενότητα).
Αυτό έχει ως αpiοτέλεσμα, όλες οι υpiολογιστικές μέθοδοι να έχουν αναpiτυχθεί piολύ
piρόσφατα.
Οι piερισσότερες αpiό τις αριθμητικές μεθόδους μέχρι τώρα, έχουν αναpiτυχθεί για την
piερίpiτωση των ιδιοτιμών διαpiερατότητας piου αντιστοιχούν στη σκέδαση αpiό μη ομογενές
μέσο (δηλαδή τη βαθμωτή εξίσωση Helmholtz). Στην εργασία [38], οι Colton, Monk και
Sun piρότειναν για piρώτη φορά τρεις μεθόδους piεpiερασμένων στοιχείων τύpiου Argyris,
συνεχών και μεικτών στοιχείων, για να υpiολογίσουν τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας σε
διάφορα χωρία. Η piρώτη αριθμητική μέθοδος piου συνοδεύτηκε αpiό μία αυστηρή ανάλυση
της σύγκλισης εισήχθη αpiό τον Sun [83]. Στη συνέχεια, οι piερισσότερες υpiολογιστικές
μέθοδοι για ιδιοτιμές διαpiερατότητας βασίστηκαν σε μεθόδους piεpiερασμένων στοιχείων,
όpiου διερευνήθηκαν και ορισμένα ζητήματα σύγκλισης (βλ. [25, 27, 58, 61, 62, 71, 90,
93]). Στην εργασία [46], οι Geng κ.α. χρησιμοpiοίησαν μία ασυνεχή μέθοδο Galerkin
με C0 στοιχεία Lagrange για την εpiίλυση του εσωτερικού piροβλήματος διαpiερατότητας,
η οpiοία είναι αpiλούστερη στην εκτέλεση αpiό τα κλασικά piεpiερασμένα στοιχεία. Οι An
και Shen ανέpiτυξαν φασματικές μεθόδους Galerkin στις εργασίες [6] και [7]. Εpiίσης,
για ορισμένες εργασίες piου βασίζονται σε ολοκληρωτικές μεθόδους piαραpiέμpiουμε στα
[24, 60, 66, 68, 95]. Η διανυσματική piερίpiτωση, δηλαδή ο υpiολογισμός των ιδιοτιμών
διαpiερατότητας για τις εξισώσεις Maxwell, εξετάζεται στις εργασίες [59, 75, 85, 96].
Η υpiολογιστική μέθοδος piου αναpiτύξαμε piαρουσιάζει ορισμένα piλεονεκτήματα. Δεδο-
μένου ότι βασίζεται σε μία ισοδύναμη μορφή τέταρτης τάξης, η μηδενική ιδιοτιμή εξαιρε-
ίται με φυσιολογικό τρόpiο. Εpiιpiλέον, χάρη στην εύκολα κατασκευάσιμη βάση Hilbert,
είναι αpiλή στην εκτέλεση. Εpiίσης, μpiορούμε να υpiολογίσουμε όσες piραγματικές και
μιγαδικές ιδιοτιμές αpiαιτείται την ίδια στιγμή. Ωστόσο, η μέθοδός μας στερείται σε α-
κρίβεια σε σχέση με άλλες μεθόδους αλλά είναι χρήσιμη για την αριθμητική εpiίλυση του
αντίστροφου piροβλήματος, το οpiοίο είναι το αντικείμενο του εpiόμενου κεφαλαίου.

5Αριθμητικές μέθοδοι για το αντίστροφο
εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας
Σε αυτό το κεφάλαιο, piαρουσιάζουμε αριθμητικά αpiοτελέσματα για το αντίστροφο εσω-
τερικό piρόβλημα διαpiερατότητας [48]. Χρησιμοpiοιούμε τη μέθοδο Galerkin, όpiως piερι-
γράφηκε στο piροηγούμενο κεφάλαιο, και εpiιλύουμε το αντίστροφο piρόβλημα για τον κατά
τμήματα σταθερό δείκτη διάθλασης n(x). Αρχικά μελετάμε την piερίpiτωση του σφαιρικά
συμμετρικού χωρίου στο R2. Προτείνουμε εpiίσης μία αριθμητική μέθοδο Newton για
το piρόβλημα του μη σφαιρικά συμμετρικού δείκτη διάθλασης. Σε όλες τις piεριpiτώσεις,
δεδομένου ότι δεν υpiάρχει ένα γενικό θεώρημα μοναδικότητας για το αντίστροφο φα-
σματικό piρόβλημα, υpiοθέτουμε ότι οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας είναι αpiομονωμένες και
οι piροσεγγιστικές ιδιοτιμές είναι piολύ κοντά στις αντίστοιχες του αρχικού piροβλήματος.
Εξετάζουμε piαραδείγματα όpiου αυτή η υpiόθεση έχει ελεγχθεί και με αναλυτικό τρόpiο.
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5. Αριθμητικές μέθοδοι για το αντίστροφο εσωτερικό piρόβλημα
διαpiερατότητας
5.1 Το αντίστροφο piρόβλημα για σφαιρικά συμμετρικά χωρία
Μελετάμε το αντίστροφο piρόβλημα της ανακατασκευής ενός άγνωστου δείκτη διάθλασης
αpiό τις ιδιοτιμές διαpiερατότητας. Εξετάζουμε piεριpiτώσεις όpiου το χωρίο είναι σφαιρικά
διαστρωματωμένο στο R2 (όpiου ο όρος σφαιρικά διαστρωματωμένο μpiορεί να χρησι-
μοpiοιηθεί για χωρία του R2 ή του R3 χωρίς βλάβη της γενικότητας). Οι ακόλουθες
υpiολογιστικές μέθοδοι piου piροτείνουμε, μpiορούν να εφαρμοστούν και σε χωρία του
R3. Η εpiίλυση του αντίστροφου εσωτερικού piροβλήματος διαpiερατότητας με αριθμη-
τικές μεθόδους μελετήθηκε piολύ piρόσφατα. Για ορισμένα αpiοτελέσματα σχετικά με
την ανακατασκευή του δείκτη διάθλασης αpiό τη μικρότερη ιδιοτιμή piαραpiέμpiουμε στα
[6, 18, 19, 49, 84, 85]. Σε αυτές τις εργασίες, οι συγγραφείς εστιάζουν στη χρήση μόνο
της piρώτης piραγματικής ιδιοτιμής και μίας ανισότητας τύpiου Faber-Krahn [40] για να
εκτιμήσουν ένα κάτω φράγμα για τον δείκτη διάθλασης.
5.1.1 Κυκλικό χωρίο
΄Εστω D ένα κυκλικό χωρίο με ακτίνα r το οpiοίο έχει σταθερό δείκτη διάθλασης n(x) =
n. Είναι γνωστό ότι μpiορούμε να piροσδιορίσουμε τον δείκτη n αpiό τη γνώση μόνο της
piρώτης ιδιοτιμής διαpiερατότητας, [14]:
Θεώρημα 5.1.1. Ο σταθερός δείκτης διάθλασης n piροσδιορίζεται κατά μοναδικό τρόpiο
αpiό την αντίστοιχη μικρότερη ιδιοτιμή διαpiερατότητας k1,n > 0 υpiό την piροϋpiόθεση ότι
είναι γνωστό εάν n > 1 ή 0 < n < 1.
Χρησιμοpiοιούμε αυτό το αpiοτέλεσμα για να ανακατασκευάσουμε τον δείκτη διάθλασης
σε μοναδιαίους δίσκους. Μpiορούμε να υpiολογίσουμε αναλυτικά τις ιδιοτιμές και τις
ιδιοσυναρτήσεις του piροβλήματος piακτωμένης piλάκας (4.1.9)-(4.1.10), και τις ιδιοτιμές
διαpiερατότητας. Η piρώτη ιδιοτιμή διαpiερατότητας είναι η μικρότερη θετική τιμή k για
την οpiοία ισχύει ότι [30, 40]:
det
(
Jm(kr) Jm(k
√
nr)
J ′m(kr) J ′m(k
√
nr)
)
= 0, m = 0, 1, . . . (5.1.1)
όpiου οι Jm είναι συναρτήσεις Bessel, piρώτου είδους. Αυτή η σχέση piροκύpiτει αpiό
τον χωρισμό μεταβλητών για τις εξισώσεις Helmholtz (2.1.1), (2.1.2) ορισμένες στη
μpiάλα του R2 με ακτίνα r. Χρησιμοpiοιώντας λογισμικό εύρεσης ριζών, μpiορούμε να
υpiολογίσουμε τις μικρότερες ιδιοτιμές k0 αpiό την (5.1.1). Η κατανομή των οριζουσών
ως συναρτήσεις του k για τον μοναδιαίο δίσκο με δείκτη διάθλασης n = 6 αpiεικονίζεται
στο σχήμα 5.1.
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Σχήμα 5.1: Η κατανομή των piραγματικών ιδιοτιμών διαpiερατότητας για n = 6 και m =
0, 1, 2, 3 αντίστοιχα
Στη συνέχεια κατασκευάζουμε μία βάση {φi}(N)i=1 για το piρόβλημα (4.1.9)− (4.1.10) όpiου
θεωρούμε L = ∆∆. Σε piολικές συντεταγμένες, οι ιδιοσυναρτήσεις ui για κάθε µ είναι
γραμμικοί συνδυασμοί των
Ji(µr) cos iθ, Ji(µr) sin iθ, Ii(µr) cos iθ, Ii(µr) sin iθ,
όpiου Ii είναι οι υpiερβολικές συναρτήσεις Bessel. Οι ιδιοτιμές μpiορούν να υpiολογιστούν
αpiό τη σχέση:
det
(
Ji(kr) J ′i(kr)
Ii(kr) I ′i(kr)
)
= 0, i = 0, 1, . . . (5.1.2)
Κατασκευάζουμε μία βάση με 20 ιδιοσυναρτήσεις {φi}20i=1 και υpiολογίζουμε τους 20 ×
20 piίνακες A(N), B(N), C(N) για r = 1. Χρησιμοpiοιούμε τη συνάρτηση polyeig του
Matlab με βήμα 0.01 για να λύσουμε το ευθύ τετραγωνικό piρόβλημα ιδιοτιμών (4.1.13)
για διάφορες τιμές του n στα διαστήματα [0.01, 0.5] και [2, 21], και τα αpiοτελέσματα
piαρουσιάζονται στον piίνακα 5.1.
Πίνακας 5.1: Ανακατασκευές για σταθερό δείκτη διάθλασης
piραγματικό n piρώτη ιδιοτιμή k0 σφάλμα |k0 − k(N)0 | piροσεγγιστικό n∗
1/10 4.0992 6.05× 10−4 0.10
1/3 7.20401 0.0060 0.33
3 4.15924 0.0027 3.01
6 1.84972 5.81× 10−4 6.00
10 1.29630 1.91× 10−4 10.00
12 1.16612 1.53× 10−4 12.00
20 0.88154 9.47× 10−5 20.00
Χρησιμοpiοιώντας μόνο τη μικρότερη ιδιοτιμή διαpiερατότητας και λίγες ιδιοσυναρτήσεις
80
5. Αριθμητικές μέθοδοι για το αντίστροφο εσωτερικό piρόβλημα
διαpiερατότητας
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
4
refractive index n
e
rr
o
r 
 |k 0
−
k 0N
|
0 5 10 15 20
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
refractive index n
e
rr
o
r 
 |k 0
−
k 0N
|
0 5 10 15 20
0
1
2
3
4
5
6
7
refractive index n
e
rr
o
r 
 |k 0
−
k 0N
|
0 5 10 15 20
0
1
2
3
4
5
6
7
refractive index n
e
rr
o
r 
 |k 0
−
k 0N
|
Σχήμα 5.2: Γραφήματα του σφάλματος |k0 − k(N)0 | σε σχέση με το n για δείκτες n =
1/3, n = 3, n = 12 και n = 20 αντίστοιχα
για το piρόβλημα piακτωμένης piλάκας, μpiορούμε να piροσεγγίσουμε το n piολύ καλά, ε-
λαχιστοpiοιώντας το σφάλμα |k(N)0 − k0| αφού θεωρήσουμε k(N)0 = k(N)0 (n). Ορισμένα
γραφήματα του σφάλματος |k(N)0 − k0| σε σχέση με τον δείκτη n piαρουσιάζονται στο
σχήμα 5.2. Παρατηρούμε ότι το σφάλμα ελαχιστοpiοιείται για δείκτη piολύ κοντά στον
αντίστοιχο piραγματικό piου αντιστοιχεί στην αναλυτικά γνωστή piρώτη ιδιοτιμή διαpiερα-
τότητας. Ακόμα, ελέγξαμε τη μέθοδο piροσθέτοντας ένα μικρό σφάλμα στην ιδιοτιμή και
τα αpiοτελέσματα είναι εpiίσης ικανοpiοιητικά.
Στην εργασία [49], οι συγγραφείς αναpiτύσσουν μία αριθμητική μέθοδο για τον υpiολογι-
σμό του άγνωστου σταθερού δείκτη διάθλασης αpiό τη μικρότερη ιδιοτιμή διαpiερατότη-
τας. Σε αυτή τη μέθοδο, όταν το χωρίο είναι δίσκος με σταθερό δείκτη διάθλασης,
οι ανακατασκευές είναι ακριβείς αλλά για μεγαλύτερες τιμές του n η piροσέγγιση της
μικρότερης ιδιοτιμής δεν είναι αρκετά ακριβής ([49, σχήμα 2]). Για τη μέθοδό μας, piα-
ρατηρούμε ότι για μεγαλύτερες τιμές του n το σφάλμα |k(N)0 − k0| μειώνεται και οι
ανακατασκευές είναι ακριβείς όpiως φαίνεται στον piίνακα 5.1. Εpiιpiλέον, για να εpiιδε-
ίξουμε τους piαραpiάνω συλλογισμούς, σχεδιάζουμε το σφάλμα σε σχέση με τις τιμές του
n για n ∈ [2, 50] και τα αpiοτελέσματα φαίνονται στο σχήμα 5.3.
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Σχήμα 5.3: Ανακατασκευές του σταθερού δείκτη διάθλασης σε δίσκο και το αντίστοιχο
σχετικό σφάλμα
5.1.2 Χωρίο με δύο στρώματα
Εpiιλέγουμε το χωρίο D να είναι ένας δίσκος ακτίνας r = R, αλλά τώρα υpiοθέτουμε
ότι ο δείκτης διάθλασης είναι μία σταθερή συνάρτηση με διαφορετικές τιμές σε κάθε
στρώμα:
n(r) =
{
n1, 0 < r < r1
n2, r1 < r < R
Οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας υpiολογίζονται αναλυτικά αpiό τη σχέση:
n1
n2
r1
R
Σχήμα 5.4: ΄Ενας δίσκος με δύο στρώματα
det

Jm(kR) 0 Jm(k
√
n2R) Nm(k
√
n2R)
J ′m(kr)|r=R 0 J ′m(k
√
n2r)|r=R N ′m(k
√
n2r)|r=R
0 Jm(k
√
n1r1) Jm(k
√
n2r1) Nm(k
√
n2r1)
0 J ′m(k
√
n1r)|r=r1 J ′m(k
√
n2r)|r=r1 N ′m(k
√
n2r)|r=r1
 = 0 (5.1.3)
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για m = 0, 1, . . . , όpiου Nm είναι οι συναρτήσεις Neumann και r1 είναι η εσωτερική
ακτίνα. Η σχέση αυτή είναι αpiολύτως ανάλογη με την (5.1.1). Οι ιδιοσυναρτήσεις για τις
εξισώσεις Helmholtz (2.1.1), (2.1.2) είναι γραμμικοί συνδυασμοί των συναρτήσεων Bessel
και Neumann εφόσον το χωρίο είναι σφαιρικά διαστρωματωμένο. Χρησιμοpiοιώντας
λογισμικό εύρεσης ριζών μpiορούμε να υpiολογίσουμε piραγματικές και μιγαδικές ιδιοτιμές
διαpiερατότητας.
Η κύρια ιδέα για το αντίστροφο piρόβλημα είναι η ακόλουθη. Υpiοθέτουμε ότι σε όλες
τις piεριpiτώσεις γνωρίζουμε τη θέση της κάθε ιδιοτιμής στο φάσμα και ελαχιστοpiοιούμε
το σφάλμα
∑l
i=1 |k(N)i − ki| θεωρώντας ότι οι υpiολογισμένες ιδιοτιμές είναι συναρτήσεις
των (n1, n2, r1). Εξετάζουμε δύο διαφορετικά piροβλήματα: στο piρώτο γνωρίζουμε τις
piρώτες piραγματικές ιδιοτιμές και στο δεύτερο τις piρώτες piραγματικές και μιγαδικές
ιδιοτιμές διαpiερατότητας.
5.1.2.1 Ανακατασκευές με χρήση μόνο piραγματικών ιδιοτιμών
Ανακατασκευάζουμε τον άγνωστο δείκτη διάθλασης χρησιμοpiοιώντας τις 4 piρώτες piραγ-
ματικές ιδιοτιμές για piαραδείγματα στο εύρος 0.1 ≤ r1 ≤ 1 και 5 ≤ n1, n2 ≤ 20. Σε
αυτή την piερίpiτωση, ο δείκτης διάθλασης δεν είναι αρκετά κοντά στο n(x) = 1. Αpiό
αριθμητικούς υpiολογισμούς έχουμε ότι δεν piαρουσιάζονται μιγαδικές ιδιοτιμές με μικρό
μέτρο και άρα χρησιμοpiοιούμε μόνο piραγματικές ιδιοτιμές.
Χρησιμοpiοιούμε την ίδια βάση {φi}20i=1 με την piερίpiτωση του σταθερού δείκτη και υpiολο-
γίζουμε τους piίνακες A(N), B(N), C(N) για 0.1 ≤ r1 ≤ 1 με βήμα 0.1. Λύνουμε το ευθύ
piρόβλημα χρησιμοpiοιώντας τη συνάρτηση polyeig του Matlab για 5 ≤ n1, n2 ≤ 20 με
βήμα 0.1 και κατασκευάζουμε μία βάση δεδομένων αpiό τις ιδιοτιμές k(N), για όλους τους
δυνατούς συνδυασμούς των n1, n2 και r1. Ο αλγόριθμος για το αντίστροφο piρόβλη-
μα βασίζεται στην ελαχιστοpiοίηση του σφάλματος μεταξύ των μικρότερων piραγματικών
ιδιοτιμών διαpiερατότητας και των αντίστοιχων piροσεγγιστικών ιδιοτιμών. Ελαχιστοpiοι-
ώντας το σφάλμα
∑l
i=1 |ki − k(N)i |2 για l= 4, ανακατασκευάζουμε τον n(x) με σχετικά
καλή ακρίβεια όpiως μpiορούμε να δούμε στον piίνακα 5.2. Σημειώνουμε ότι εδώ θεωρούμε
την εσωτερική ακτίνα ως μία άγνωστη piαράμετρο. ΄Ετσι, η μέθοδος μpiορεί να καλύψει
piεριpiτώσεις όpiου το ακριβές μέγεθος του στρώματος δεν είναι γνωστό. Ακόμα, ορι-
σμένες ανακατασκευές στον piίνακα 5.2 είναι piιο ακριβείς αpiό αυτές στην εργασία [48,
piίνακας 2], εpiειδή εδώ χρησιμοpiοιήσαμε μεγαλύτερη βάση για τη μέθοδο Galerkin.
Υpiάρχουν piεριpiτώσεις όpiου η ανακατασκευή του άγνωστου δείκτη δεν είναι αρκετά ακρι-
βής. Για piαράδειγμα ο δείκτης (19, 5, 0.7) ανακατασκευάζεται ως (9, 15.3, 0.4). Αυτό το
piρόβλημα εpiιλύεται αν χρησιμοpiοιήσουμε piερισσότερες ιδιοτιμές. Πράγματι, αν χρησι-
μοpiοιήσουμε ως δεδομένα 8 ιδιοτιμές αντί για 4, ο δείκτης piροσεγγίζεται ως (19, 5.9, 0.7)
(βλ. σχήμα 5.5). Παρατηρούμε ότι οι μη ικανοpiοιητικές ανακατασκευές αντιστοιχούν
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Πίνακας 5.2: Ανακατασκευές για κατά τμήματα σταθερό δείκτη διάθλασης χρησιμοpiοιώντας
μόνο piραγματικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας
(n1, n2, r1) αναλυτικές ι.δ. {k0, k1, k2, k3} piροσεγγιστικές {k∗0, k∗1, k∗2, k∗3} (n∗1, n∗2, r∗1)
(5 14 0.1) 1.0916, 1.4019, 1.7279, 2.0480 1.0915, 1.4028, 1.7290, 2.0495 (7.9 14 0.1)
(16 8 0.2) 1.3121, 1.8406, 2.3058, 2.7321 1.3108, 1.8538, 2.2972, 2.7175 (17.2 8.1 0.2)
(18 5 0.3) 1.3787, 1.8635, 2.6059, 3.3562 1.4699, 1.8619, 2.5485, 3.3044 (14 5 0.4)
(7 17 0.4) 1.1847, 1.4027, 1.6352, 1.8894 1.1743, 1.4186, 1.6368, 1.8814 (7.6 17.3 0.4)
(13 5 0.5) 1.4957, 1.7336, 2.1694, 2.6974 1.4654, 1.7104, 2.1691, 2.7361 (14 5 0.5)
(5 8 0.6) 1.7889, 2.2483, 2.6654, 3.0329 1.7612, 2.2483, 2.6766, 3.0430 (5.0 8.4 0.6)
(10 8 0.7) 1.3716, 1.7304, 2.1086, 2.4934 1.3723, 1.7309, 2.1098, 2.4955 (10.0 8.0 0.7)
(13 11 0.8) 1.1487, 1.4884, 1.8248, 2.1547 1.1472, 1.4872, 1.8242, 2.1550 (13.0 11.1 0.8)
(6 13 0.9) 1.5885, 2.0239, 2.5120, 3.0009 1.5849, 2.0260, 2.5124, 3.0014 (5.9 15.4 0.9)
σε δείκτες με σχετικά μεγάλο άλμα ανάμεσα στα δύο στρώματα. Για να εpiαληθεύσου-
με αυτό το αpiοτέλεσμα, θεωρούμε για piαράδειγμα το αντίστροφο piρόβλημα για δείκτες
διάθλασης σε δίσκο με εσωτερική ακτίνα r1 = 0.7 και τιμές n1, n2 ∈ [5, 19] έτσι ώστε
n1 + n2 = 24 (pi.χ. (5, 19), (6, 18), . . . ). Λύνουμε το αντίστροφο piρόβλημα χρησιμοpiοι-
ώντας 4 και 8 ιδιοτιμές αντίστοιχα. Τα αpiοτελέσματα piαρουσιάζονται στο σχήμα 5.5.
Παρόλα αυτά, η αριθμητική μέθοδος piου piαρουσιάσαμε piαραpiάνω μpiορεί να είναι χρήσιμη
σε εφαρμογές όpiως ο μη καταστροφικό έλεγχος υλικών, εpiειδή μpiορεί να piροσδιορίσει
τον άγνωστο δείκτη χρησιμοpiοιώντας λίγες ιδιοτιμές διαpiερατότητας.
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Σχήμα 5.5: Ανακατασκευές για r1 = 0.7 χρησιμοpiοιώντας 4 ιδιοτιμές (αριστερά) και 8
ιδιοτιμές (δεξιά)
5.1.2.2 Ανακατασκευές με χρήση piραγματικών και μιγαδικών ιδιοτιμών
Στην piερίpiτωση όpiου ο δείκτης n(x) piαίρνει τιμές κοντά στο 1, piερισσότερες μιγαδικές
ιδιοτιμές εμφανίζονται όpiως αpiοδεικνύεται στο θεώρημα 2.4.1. Για piερισσότερα αpiοτε-
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Πίνακας 5.3: Ανακατασκευές για κατά τμήματα σταθερό δείκτη διάθλασης χρησιμοpiοιώντας
piραγματικές και μιγαδικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας
(n1, n2, r1) αναλυτικές ι.δ. {k0, k1, k2, k3} piροσεγγιστικές {k∗0, k∗1, k∗2, k∗3} (n∗1, n∗2, r∗1)
(5 2 0.1) 2.4965+0.9904i, 3.8331+1.0549i,
5.0181+1.0370i, 5.3422+0.6662i
2.4450+0.9839i, 3.8243+1.0543i,
5.0163+1.0480i, 5.2558+0.6727i
(4.5 2.0 0.2)
(4 3 0.3) 2.3183+0.74235i,
3.7319+0.4273i, 3.8728, 4.0985
2.3135+0.7357i, 3.7259+0.4588i,
3.8397, 4.1180
(4.2 3.0 0.3)
(2 4 0.5) 2.4317+0.6964i, 3.5768+0.5709i,
3.9082, 4.1101
2.3847+0.7374i, 3.5806+0.5381i,
3.9076, 4.1165
(2.4 3.5 0.4)
(5 3 0.6) 2.2966+0.7428i, 2.8845, 3.1834,
3.2932
2.2827+0.7408i, 2.8600, 3.1933,
3.2845
(5.1 3.0 0.6)
(2 4 0.7) 2.4257+0.6292i, 3.7545+0.6136i,
4.9642+0.4386i, 5.0402
2.3969+0.6496i, 3.6879+0.6052i,
4.9051+0.4229i, 5.0442
(2.1 3.9 0.7)
(3 6 0.8) 2.2202+0.4778i, 3.0247, 3.6685,
3.7963
2.2063+0.5026i, 3.0612, 3.6779,
3.8045
(3.0 6.0 0.8)
(6 2 0.9) 2.0212, 2.4177, 2.7382+0.4470i,
2.9295
2.0344, 2.4250, 2.7187+0.4648i,
2.9778
(6.0 2.6 0.9)
λέσματα σχετικά με μιγαδικές ιδιοτιμές διαpiερατότητας piαραpiέμpiουμε στην piαράγραφο
2.4. Σημειώνουμε ότι εφόσον ο δείκτης διάθλασης n(x) είναι piραγματική συνάρτηση, οι
μιγαδικές ιδιοτιμές piρέpiει να εμφανίζονται ως συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί. Χρησιμοpiοι-
ώντας λογισμικό εύρεσης ριζών και γραφήματα ισοϋψών καμpiύλων, μpiορούμε να υpiο-
λογίσουμε τις ιδιοτιμές αpiό τις εξισώσεις piου piροκύpiτουν αpiό τον χωρισμό μεταβλητών
(5.1.3). Στο σχήμα 5.6 piαρουσιάζονται οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας με μικρότερο μέτρο
για τον δείκτη διάθλασης (5, 2, 0.1).
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Σχήμα 5.6: Γραφήματα ισοϋψών καμpiύλων για n1 = 5, n2 = 2 και r1 = 0.1
Χρησιμοpiοιούμε την ίδια βάση {φi}20i=1 και λύνουμε το αντίστροφο piρόβλημα για το εύρος
δεικτών 2 ≤ n1, n2 ≤ 6 με βήμα 0.1 και εσωτερική ακτίνα 0.1 ≤ r1 ≤ 1 με βήμα 0.1.
Ελαχιστοpiοιώντας το σφάλμα
l∑
i=1
(
|Reki − Rek(N)i |2 + |Imki − Imk(N)i |2
)
piροσεγγίζουμε τον δείκτη n(x).
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΄Οpiως μpiορούμε να piαρατηρήσουμε στον piίνακα 5.3, έχουμε ανακατασκευές του n(x)
με καλή ακρίβεια για την piερίpiτωση όpiου ο δείκτης piαίρνει τιμές κοντά στο 1. Σημει-
ώνουμε ότι σε αυτή την piερίpiτωση, αν χρησιμοpiοιήσουμε μόνο τις 4 piρώτες piραγματικές
ιδιοτιμές, οι ανακατασκευές δεν είναι αρκετά ικανοpiοιητικές. Για piαράδειγμα, ο δείκτης
(5, 2, 0.1) ανακατασκευάζεται ως (2.5, 2, 0.3). Αυτός είναι και ο λόγος για τον οpiοίο
μελετήσαμε αυτή την piερίpiτωση χωριστά. Αυτό το αpiοτέλεσμα είναι σημαντικό καθώς
αpiό αυτή την αριθμητική μέθοδο μpiορούμε να διαpiιστώσουμε ότι τόσο οι piραγματικές
όσο και οι μιγαδικές ιδιοτιμές εμpiεριέχουν piληροφορία για τον δείκτη διάθλασης.
5.2 Η μέθοδος Newton για το αντίστροφο piρόβλημα
Στη συνέχεια piροτείνουμε έναν αλγόριθμο για τον υpiολογισμό του άγνωστου δείκτη
διάθλασης για χωρία με δύο ή piερισσότερα στρώματα. Το βασικότερο piλεονέκτημα
αυτής της μεθόδου, piέρα αpiό το γεγονός ότι μpiορεί να χρησιμοpiοιηθεί σε χωρία με piιο
σύνθετη γεωμετρία, είναι το ότι δεν αpiαιτείται να συγκρίνουμε τις αναλυτικά γνωστές
ιδιοτιμές με τις αντίστοιχες piροσεγγιστικές με βάση τη θέση τους στο φάσμα.
Υpiοθέτουμε ότι το D ⊂ R2 είναι ένα σφαιρικά συμμετρικό χωρίο με k−στρώματα έτσι
ώστε D = ∪ki=1Di και τα {∂Di}ki=1 είναι ομόκεντροι κύκλοι
D1
D2
Dk−1
Dk
Σχήμα 5.7: ΄Ενας δίσκος με k-στρώματα
Ο άγνωστος, κατά τμήματα σταθερός δείκτης διάθλασης n(x) δίνεται αpiό τη συνάρτη-
ση:
n(x) =

n1, x ∈ D1
...
nk, x ∈ Dk
Θεωρούμε ότι n(x) > 1. Οι ιδιοτιμές διαpiερατότητας είναι οι ρίζες της ορίζουσας ενός
2k×2k τετραγωνικού piίνακα, ανάλογης της (5.1.3), η οpiοία piροκύpiτει αpiό τον χωρισμό
μεταβλητών.
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Μpiορούμε να εpiιλύσουμε το αντίστοιχο αντίστροφο τετραγωνικό piρόβλημα ιδιοτιμών
(4.1.13), χρησιμοpiοιώντας μία μέθοδο Newton [44]. Οι N ×N piίνακες A(N), B(N), C(N)
γράφονται στην ακόλουθη μορφή:
A(N) =
k∑
l=1
1
nl − 1Al (5.2.4)
B(N) =
k∑
l=1
(
nl
nl − 1B
(1)
l +
1
nl − 1B
(2)
l
)
(5.2.5)
C(N) =
k∑
l=1
nl
nl − 1Cl (5.2.6)
όpiου:
Al =
∫
Dl
∆φi∆φjdx, B(1)l =
∫
Dl
∆φiφjdx, B(2)l =
∫
Dl
φi∆φjdx και Cl =
∫
Dl
φiφjdx,
για i, j = 1, · · · , N . Αpiό την ανάλυση του piροηγούμενου κεφαλαίου, έχουμε ότι οι
{Al}kl=1, {(B(1)l + B(2)l )}kl=1, {Cl}kl=1 είναι συμμετρικοί και οι {Al}kl=1 είναι θετικά ορι-
σμένοι. Εpiίσης, εάν θέσουμε al := 1/(nl − 1) τότε οι piίνακες (5.2.4)-(5.2.6) μpiορούν
να εκφραστούν ως:
A(N) =
k∑
l=1
alAl (5.2.7)
B(N) =
k∑
l=1
B
(1)
l +
k∑
l=1
al(B(1)l +B
(2)
l ) (5.2.8)
C(N) =
k∑
l=1
Cl +
k∑
l=1
alCl (5.2.9)
Τώρα, το αντίστροφο piρόβλημα διατυpiώνεται στην ακόλουθη μορφή:
δοθέντος ενός συνόλου ιδιοτιμών S = {µi}ki=1, να βρεθούν οι τιμές {al}kl=1 έτσι ώστε το
piολυώνυμο P (λ) = λ4C(N) + λ2B(N) +A(N) να έχει φάσμα σ(A(N), B(N), C(N)) = S.
Χρησιμοpiοιούμε μία τροpiοpiοίηση ενός αλγόριθμου σχεδιασμένου για αντίστροφα piρο-
βλήματα ιδιοτιμών σε piολυώνυμα piινάκων, αpiό την εργασία [44], τον οpiοίο piροσαρμόσαμε
στο δικό μας τετραγωνικό piρόβλημα. Συμβολίζουμε με a = (a1, a2, · · · , ak) το σύνολο
των αγνώστων σταθερών. Η κύρια ιδέα σε αυτή τη βηματική μέθοδο τύpiου Newton ε-
ίναι η εpiίλυση του μη γραμμικού συστήματος f(a) := (f1(a), · · · , fk(a))> = (0, · · · , 0)>
όpiου:
fi(a) = det
[
µ4i
(
k∑
l=1
Cl +
k∑
l=1
alCl
)
+ µ2i
(
k∑
l=1
B
(1)
l +
k∑
l=1
al(B(1)l +B
(2)
l )
)
+
k∑
l=1
alAl
]
αντί της ελαχιστοpiοίησης ενός συναρτησιακού όpiως το
g(a) =
k∑
i=1
|λi(a)− µi|
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η οpiοία ήταν και η piρώτη piροσέγγιση για το piρόβλημά μας, στην piροηγούμενη piαράγρα-
φο.
Με την piροηγούμενη μέθοδο έpiρεpiε να συγκρίνουμε το λi(a) με το µi σωστά σε κάθε
βήμα. Με τη νέα μέθοδο, αυτό το piρόβλημα piαρακάμpiτεται. Αυτό το αpiοτέλεσμα
είναι piολύ σημαντικό για τις εφαρμογές εpiειδή έτσι μpiορούμε να υpiολογίσουμε έναν
άγνωστο δείκτη διάθλασης n(x) χρησιμοpiοιώντας ιδιοτιμές για τις οpiοίες δε γνωρίζουμε
την ακριβή θέση τους στο φάσμα του piροβλήματος διαpiερατότητας. Αυτό θα μpiορούσε
να συμβεί εάν οι ιδιοτιμές piροέκυpiταν αpiό δεδομένα σκέδασης σε ένα συγκεκριμένο
διάστημα κυματάριθμων.
Στην piερίpiτωση όpiου ο αριθμός των στρωμάτων του χωρίου είναι ίσος με το piλήθος
των ιδιοτιμών, το αντίστροφο piρόβλημα αpiλοpiοιείται στην ειδική piερίpiτωση της εpiίλυ-
σης ενός συστήματος μη γραμμικών εξισώσεων. ΄Οταν το k είναι μικρότερο αpiό το
piλήθος των ιδιοτιμών (και άρα του αριθμού των εξισώσεων του συστήματος), έχου-
με ένα υpiερκαθορισμένο σύστημα εξισώσεων και το αντίστροφο piρόβλημα αντιστοιχεί
σε ένα piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης χωρίς piεριορισμούς [42]. Σε αυτή την piερίpiτωση,
αντικείμενο ελαχιστοpiοίησης είναι το συναρτησιακό:
min
a∈Rk
g(a) := 12f(a)
>f(a) = 12
N∑
i=1
fi(a)2
όpiου η συνάρτηση υpiολοίpiου f : Rk → RN είναι μη γραμμική στο a. Η αντίστοιχη βημα-
τική μέθοδος αντιστοιχεί σε μία μέθοδο Gauss-Newton, η οpiοία έχει το piλεονέκτημα ότι
οι δεύτερες piαράγωγοι, οι οpiοίες έχουν μεγάλο υpiολογιστικό κόστος, piαραλείpiονται. Η
τάξη σύγκλισης της μεθόδου Gauss-Newton εξαρτάται αpiό τη σχετική μη γραμμικότη-
τα και τη νόρμα της συνάρτησης υpiολοίpiου στο σημείο ελαχιστοpiοίησης ([42, θεώρημα
10.2.1]).
5.2.1 Ο αλγόριθμος
Παρακάτω, piεριγράφουμε τα βασικά βήματα της εpiαναληpiτικής μεθόδου Newton.
Η μέθοδος Newton
Είσοδος
• το σύνολο {Al}kl=1, {Bl}kl=1, {Cl}kl=1 των N ×N piινάκων.
• μία αρχική εκτίμηση a(0) = (a(0)1 , a(0)2 , · · · , a(0)k ) των άγνωστων piαραμέτρων {al}kl=1.
• το σύνολο S = {µi}ki=1 των ιδιοτιμών διαpiερατότητας.
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΄Εξοδος
στο όριο η μέθοδος μας δίνει ένα διάνυσμα αpiό τις άγνωστες piαραμέτρους {al} έτσι
ώστε να ισχύει σ(A(N), B(N), C(N)) = S.
Βήμα
1. εpiιλέγουμε μία αρχική τιμή a(0) για το διάνυσμα των άγνωστων σταθερών
2. για m = 0, 1, · · ·
αʹ) υpiολογίζουμε τον Ιακωβιανό piίνακα J(a(m)) και τη συνάρτηση f(a(m)) αpiό
τον αλγόριθμο piαρακάτω
βʹ) λύνουμε το σύστημα: J(a(m))ξ(m) = −f(a(m)) ως piρος το ξ(m)
γʹ) υpiολογίζουμε τη νέα εκτίμηση για το διάνυσμα των piαραμέτρων a(m+1) =
ξ(m) + a(m)
δʹ) σταματάμε αν το σφάλμα ||ξ(m)|| είναι αρκούντως μικρό
τέλος του βρόχου (2) (m−βρόχος).
Υpiολογισμός του Ιακωβιανού piίνακα
Είσοδος
• το σύνολο {Al}kl=1, {Bl}kl=1, {Cl}kl=1 των N ×N piινάκων.
• το k−διάνυσμα αpiό τις piαραμέτρους a(m) piου αντιστοιχούν στο m−βήμα της με-
θόδου.
• το σύνολο S = {µi}ki=1 των ιδιοτιμών διαpiερατότητας.
΄Εξοδος
• η συνάρτηση f(a(m))
• ο Ιακωβιανός piίνακας J(a(m)) με il−στοιχείο τη μερική piαράγωγο ∂fi(a(m))/∂al
Ο αλγόριθμος
1. για κάθε i = 1, 2, · · · , k
αʹ) υpiολογίζουμε τον N ×N piίνακα
H = µ4i
(∑k
l=1Cl +
∑k
l=1 alCl
)
+ µ2i
(∑k
l=1B
(1)
l +
∑k
l=1 al(B
(1)
l +B
(2)
l )
)
+∑kl=1 alAl
5.2. Η μέθοδος Newton για το αντίστροφο piρόβλημα 89
βʹ) χρησιμοpiοιούμε LU ή QR piαραγοντοpiοίηση για τον piίνακα H και στη συ-
νέχεια υpiολογίζουμε το f(a(m)) ως το γινόμενο των διαγώνιων στοιχείων
των τριγωνικών piινάκων
γʹ) για κάθε l = 1, 2, · · · , k
i. υpiολογίζουμε τον N ×N piίνακα:
D = µ4i
(∑k
j=1Cj +
∑k
j=1,j 6=l ajCj
)
+µ2i
(∑k
j=1B
(1)
j +
∑k
j=1,j 6=l aj(B
(1)
j +
B
(2)
j )
)
+∑kj=1,j 6=l ajAj
ii. χρησιμοpiοιούμε την piαραγοντοpiοίηση QZ (γενικευμένη piαραγοντοpiοίη-
ση Schur) και υpiολογίζουμε τους piίνακες Q και R με μοναδιαία ορίζουσα,
οι οpiοίοι τριγωνοpiοιούν το ζεύγος Al + µ2i (B
(1)
l +B
(2)
l ) + µ4iCl, D
iii. συμβολίζουμε (αi, βi)Ni=1 τα ζεύγη των διαγώνιων στοιχείων των QZ piι-
νάκων
iv. βρίσκουμε τα μη μηδενικά στοιχεία αi
v. εpiανατοpiοθετούμε τα ζεύγη (αi, βi) έτσι ώστε αr+1 = αr+2 = · · · =
αN = 0
vi. θέτουμε:[
J(a(m))
]
il
=
(∏N
i=r+1 βi
)∑r
i=1 αi
∏N
j=1,j 6=i(a
(m)
l αj + βj)
τέλος του βρόχου (γ΄) (l-βρόχος)
τέλος του βρόχου (1) (i-βρόχος).
Σημείωση 5.2.1. Σημειώνουμε ότι ο piαραpiάνω αλγόριθμος piροϋpiοθέτει ίδιο αριθμό k
για τις γνωστές ιδιοτιμές διαpiερατότητας και για το piλήθος των στρωμάτων του χωρίου.
Στην piερίpiτωση όpiου το piλήθος των στρωμάτων είναι μικρότερο αpiό αυτό των ιδιοτιμών,
ο Ιακωβιανός piίνακας του βήματος (γ΄)-vi δεν είναι τετραγωνικός και τότε το σύστημα (2)-
b μpiορεί να λυθεί χρησιμοpiοιώντας το γενικευμένο αντίστροφο του Ιακωβιανού piίνακα,
ή μία μέθοδο τύpiου Tikhonov.
5.2.2 Αριθμητικά piαραδείγματα
Στα ακόλουθα piαραδείγματα, ελέγχουμε τον αλγόριθμο σε χωρία με δύο ή piερισσότε-
ρα στρώματα, χρησιμοpiοιώντας ως δεδομένα ένα σύνολο αpiό ιδιοτιμές διαpiερατότητας.
Εpiίσης συγκρίνουμε τη μέθοδό μας με άλλες μεθόδους ελαχιστοpiοίησης του Matlab
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και του Mathematica. ΄Ολοι οι υpiολογισμοί έγιναν σε έναν συνηθισμένο intel core i5
υpiολογιστή.
5.2.2.1 Χωρία με δύο στρώματα
Ελέγξαμε τον αλγόριθμο στην αpiλή piερίpiτωση του σφαιρικά διαστρωματωμένου χωρίου
με δύο στρώματα όpiου η θέση της ασυνέχειας είναι γνωστή. Χρησιμοpiοιήσαμε ένα
σύνολο αpiό piίνακες A,B,C διάστασης 8× 8 της μορφής (5.2.7), (5.2.8) και (5.2.9). Το
σύνολο S των 16 piραγματικών και μιγαδικών ιδιοτιμών υpiολογίστηκε αριθμητικά αpiό
το piολυώνυμο P (λ) = λ4C + λ2B + A, χρησιμοpiοιώντας τη συνάρτηση polyeig του
Matlab.
Παράδειγμα 5.2.2. Θεωρούμε ένα μοναδιαίο δίσκο με δύο στρώματα και έναν κατά
τμήματα σταθερό δείκτη διάθλασης με τιμές 12 και 6 αντίστοιχα. Η θέση της ασυνέχειας
είναι στο r = 0.8. Τα αpiοτελέσματα φαίνονται στον ακόλουθο piίνακα:
(n1, n2) αρχική εκτίμηση σφάλμα ανακατασκευή βήματα νόρμα υpiολοίpiου
(12, 6) (9, 9) 10−6 (12.000, 5.999) 6 108
Σημειώνουμε ότι η νόρμα της συνάρτησης υpiολοίpiου είναι μεγάλη εpiειδή η ορίζουσα
του piολυωνύμου λ4C + λ2B + A είναι ισχυρά μη γραμμική στο λ. Η νόρμα γίνεται
αρκετά μικρότερη εάν χρησιμοpiοιήσουμε αυθαίρετη ακρίβεια στους υpiολογισμούς, αντί
της piροεpiιλεγμένης κινητής υpiοδιαστολής διpiλής ακρίβειας (βλ. για piαράδειγμα [1]).
Υpiολογίζουμε εpiίσης την τάξη σύγκλισης της μεθόδου Gauss-Newton αpiό την κλίση
της γραμμής piου piροσεγγίζει το σφάλμα στο βήμα n+ 1 και n αντίστοιχα.
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Η κλίσης της κόκκινης γραμμής στο σχήμα 5.8 υpiοδεικνύει ότι ο αλγόριθμος συγκλίνει
με τάξη 1.13.
Παράδειγμα 5.2.3. Θεωρούμε ένα μοναδιαίο δίσκο με δύο στρώματα και έναν κατά
τμήματα σταθερό δείκτη διάθλασης με τιμές
√
2 και 12.31 αντίστοιχα. Η θέση της
ασυνέχειας είναι στο r = 0.2. Τα αpiοτελέσματα φαίνονται στον ακόλουθο piίνακα:
(n1, n2) αρχική εκτίμηση σφάλμα ανακατασκευή βήματα νόρμα υpiολοίpiου
(
√
2, 12.31) (8, 8) 10−6 (1.4142, 12.310) 7 107
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Σχήμα 5.9: Τάξη σύγκλισης για το piαράδειγμα 5.2.3
Η κλίση της κόκκινης γραμμής στο σχήμα 5.9 υpiοδεικνύει ότι ο αλγόριθμος συγκλίνει
με τάξη 1.04.
Αναλυτικά υpiολογισμένες ιδιοτιμές διαpiερατότητας:
Δοκιμάσαμε εpiίσης τον αλγόριθμο χρησιμοpiοιώντας ως δεδομένα τις piρώτες 6 αναλυ-
τικά υpiολογισμένες ιδιοτιμές διαpiερατότητας αpiό τον χωρισμό μεταβλητών (5.1.3). Για
το piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης, χρησιμοpiοιήσαμε ένα σύνολο αpiό 20× 20 τετραγωνικούς
piίνακες. Εάν χρησιμοpiοιήσουμε piίνακες μικρότερης διάστασης (δηλ. μία μικρότερη
βάση για τη μέθοδο Galerkin) οι ανακατασκευές δεν είναι ικανοpiοιητικές. Αυτό piρο-
κύpiτει ως μία άμεση συνέpiεια του θεωρήματος σύγκλισης 4.1.2 για το διακριτό piρόβλημα.
Τα αpiοτελέσματα piαρουσιάζονται στον piαρακάτω piίνακα.
(n1, n2) αρχική εκτίμηση σφάλμα ανακατασκευή βήματα νόρμα υpiολοίpiου
(12, 6) (9, 9) 10−6 (11.922, 6.524) 25 1033
(
√
2, 12.31) (8, 8) 10−6 (3.189, 12.598) 15 1031
92
5. Αριθμητικές μέθοδοι για το αντίστροφο εσωτερικό piρόβλημα
διαpiερατότητας
΄Αλλες μέθοδοι ελαχιστοpiοίησης:
Συγκρίνουμε τη μέθοδό μας με τις ρουτίνες lsqnonlin του Matlab και FindMinimum
του Mathematica. Χρησιμοpiοιήσαμε piίνακες διάστασης 8 × 8 και τις αντίστοιχες 16
piραγματικές και μιγαδικές ιδιοτιμές.
Πίνακας 5.4: Ανακατασκευές για το piαράδειγμα 5.2.2
μέθοδος αρχική εκτίμηση ανακατασκευή βήματα χρόνος σύγκλισης
Gauss-Newton (9, 9) (12.000, 5.999) 6 0.41 sec
lsqnonlin (9, 9) (11.999, 6.000) 139 21.04 sec
FindMinimum (9, 9) (12.000, 6.000) 8 2.41 sec
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Σχήμα 5.10: Ελαχιστοpiοίηση με FindMinimum για το piαράδειγμα 5.2.2
Πίνακας 5.5: Ανακατασκευές για το piαράδειγμα 5.2.3
μέθοδος αρχική εκτίμηση ανακατασκευή βήματα χρόνος σύγκλισης
Gauss-Newton (8, 8) (1.414, 12.310) 7 0.39 sec
lsqnonlin (1.5, 8) (1.414, 12.309) 9 1.45 sec
FindMinimum (1.5, 8) (1.414, 12.310) 10 2.17 sec
Σημειώνουμε ότι για το piαράδειγμα 5.2.3, οι άλλες μέθοδοι δεν συγκλίνουν εάν χρησι-
μοpiοιήσουμε ως αρχική εκτίμηση τις τιμές (8, 8).
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Σχήμα 5.11: Ελαχιστοpiοίηση με FindMinimum για το piαράδειγμα 5.2.3
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5.2.2.2 Χωρία με piολλά στρώματα
Στη συνέχεια, εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο σε χωρία με piερισσότερα αpiό δύο στρώματα.
Θεωρούμε έναν μοναδιαίο δίσκο με piέντε στρώματα τα οpiοία έχουν piλάτος 0.2 και
υpiολογίζουμε τους αντίστοιχους piίνακες αpiό τις σχέσεις (5.2.7), (5.2.8) και (5.2.9).
Χρησιμοpiοιούμε piίνακες διάστασης 8×8 και τις αντίστοιχες 16 piραγματικές και μιγαδικές
ιδιοτιμές. Για το αντίστροφο piρόβλημα, υpiοθέτουμε ότι η θέση κάθε στρώματος δεν είναι
γνωστή αpiό piριν. Αυτή η μέθοδος μpiορεί να είναι χρήσιμη σε εφαρμογές όpiως ο έλεγχος
υλικών, όpiου η εσωτερική δομή του χωρίου δεν είναι γνωστή.
Παράδειγμα 5.2.4. Θεωρούμε έναν μοναδιαίο δίσκο με piέντε στρώματα και έναν κατά
τμήματα σταθερό δείκτη με τιμές (15.2, 5.3, 19.2, 18, 8.3) σε κάθε στρώμα αντίστοιχα.
Τα αpiοτελέσματα piαρουσιάζονται στον ακόλουθο piίνακα:
(n1, n2, n3, n4, n5) αρχική εκτίμηση σφάλμα ανακατασκευή βήματα
(15.2, 5.3, 19.2, 18, 8.3) (10, 10, 10, 10, 10) 10−6 (15.200, 5.299, 19.200, 17.999, 8.300) 6
Παράδειγμα 5.2.5. Θεωρούμε έναν μοναδιαίο δίσκο με δύο στρώματα και έναν κατά
τμήματα σταθερό δείκτη διάθλασης με τιμές 5 και 8 όpiου η θέση της ασυνέχειας είναι
για r = 0.6. Δοκιμάζουμε τον αλγόριθμο υpiοθέτοντας ότι ο άγνωστος δείκτης έχει το
piολύ piέντε στρώματα. Τα αpiοτελέσματα piαρουσιάζονται στον ακόλουθο piίνακα:
(n1, n2, n3, n4, n5) αρχική εκτίμηση σφάλμα ανακατασκευή βήματα
(5, 5, 5, 8, 8) (6.5, 6.5, 6.5, 6.5, 6.5) 10−6 (4.999, 5.000, 4.999, 8.000, 8.000) 7
Παρατηρούμε ότι μpiορούμε να piροσδιορίσουμε και τη θέση της ασυνέχειας.
Δοκιμάζουμε τον αλγόριθμο για τον piαραpiάνω κατά τμήματα σταθερό δείκτη, piαίρνοντας
ως δεδομένα τις piρώτες 6 αναλυτικά υpiολογισμένες ιδιοτιμές διαpiερατότητας και ένα
σύνολο αpiό 20× 20 piίνακες. Στον εpiόμενο piίνακα βλέpiουμε την ανακατασκευή:
(n1, n2, n3, n4, n5) αρχική εκτίμηση σφάλμα ανακατασκευή βήματα
(5, 5, 5, 8, 8) (6.5, 6.5, 6.5, 6.5, 6.5) 10−6 (5.279, 4.721, 5.408, 7.915, 8.038) 12
Αpiό αυτό το piαράδειγμα εpiαληθεύουμε ότι μpiορούμε να ανακτήσουμε τα piοιοτικά χαρα-
κτηριστικά του άγνωστου δείκτη διάθλασης χρησιμοpiοιώντας και τις αναλυτικά υpiολο-
γισμένες ιδιοτιμές του piροβλήματος.
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5.2.3 Γενίκευση της μεθόδου για μη σφαιρικά συμμετρικά χωρία
Μpiορούμε να εφαρμόσουμε την piαραpiάνω μέθοδο σε κάθε φραγμένο και αpiλά συνεκτικό
χωρίο D ⊂ R2, D = ∪mi=1Di, Di ∩Dj = ∅, i 6= j, όpiου ο δείκτης διάθλασης είναι κατά
τμήματα σταθερός:
n(x) =

n1, x ∈ D1
...
nm, x ∈ Dm
Το τελικό αριθμητικό σχήμα και ο αλγόριθμος είναι ίδια, με μόνη διαφορά ότι οι piίνακες
(5.2.4),(5.2.5) και (5.2.6), ορίζονται στα αντίστοιχα χωρία Di, i = 1, . . . ,m. Υpiοθέτου-
με ότι η ακριβής γεωμετρία των χωρίων είναι γνωστή.
Παράδειγμα 5.2.6. Δίνουμε το piαράδειγμα ενός δίσκου με δύο εσωτερικά ελλειpiτικά
στρώματα τα οpiοία piεριγράφονται αpiό τις εξισώσεις (2x)2 + (5y/4)2 = 1 και (4x)2 +
(5y/3)2 = 1.
n1 n2 n3
Σχήμα 5.12: ΄Ενας δίσκος με δύο ελλειpiτικά στρώματα
Δοκιμάσαμε τον αλγόριθμο χρησιμοpiοιώντας 8 × 8 piίνακες και 16 ιδιοτιμές και η ανα-
κατασκευή δίνεται στον ακόλουθο piίνακα:
(n1, n2, n3) αρχική εκτίμηση σφάλμα ανακατασκευή βήματα
(12.2, 2.3, 8.7) (6, 6, 6) 10−6 (12.199, 2.299, 8.700) 7
Παράδειγμα 5.2.7. Θεωρούμε έναν μοναδιαίο δίσκο με ένα έγκλεισμα σε σχήμα
φυστικιού το οpiοίο δίνεται αpiό την εξίσωση 4(sin7 θ−cos3 θ)/5 σε piολικές συντεταγμένες.
Χρησιμοpiοιήσαμε 8 × 8 piίνακες και 16 ιδιοτιμές και στον ακόλουθο piίνακα δίνεται η
ανακατασκευή:
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n1 n2
Σχήμα 5.13: ΄Ενας δίσκος με έγκλεισμα σε σχήμα φυστικιού
(n1, n2) αρχική εκτίμηση σφάλμα ανακατασκευή βήματα
(6.2, 18.1) (12, 12) 10−6 (6.199, 18.100) 6
Σημείωση 5.2.8. Η μέθοδος Newton piου χρησιμοpiοιήσαμε στα piαραpiάνω piαραδείγ-
ματα μας εξασφαλίζει ακριβείς ανακατασκευές για αpiλά χωρία με κατά τμήματα σταθερό
δείκτη διάθλασης. Η εφαρμογή αυτής της μεθόδου σε χωρία με piιο σύνθετη γεωμετρία
και η αντίστοιχη ανάλυση σφάλματος και ευστάθειας είναι ένα μελλοντικό έργο piου αξίζει
τον κόpiο.
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Αʹ.1 Η αναpiαράσταση του c2l+2
Αpiό την εξίσωση (2.3.57) έχουμε
c2l+2
[
2l+1Γ(l + 3/2)√
pia(l−1)/2
]2
= a
∫ a
0
d
dr
(
1
2
√
rs
∫ √rs
0
tm(t)dt
)∣∣∣∣∣
r=a
slds
−l
∫ a
0
1
2
√
as
∫ √as
0
tm(t)dtslds+ a
l
2
∫ a
0
tm(t)dt (Αʹ.1.1)
Υpiολογίζουμε:
a
∫ a
0
d
dr
(
1
2
√
rs
∫ √rs
0
tm(t)dt
)∣∣∣∣∣
r=a
slds = a
∫ a
0
sm(
√
as)
4
√
as
slds
−a
∫ a
0
s
4(as)3/2
∫ √as
0
tm(t)dtslds(Αʹ.1.2)
Κάνουμε την αλλαγή μεταβλητής y =
√
as, ds = 2y/ady και 0 < y < a, οpiότε:
a
∫ a
0
sm(
√
as)
4
√
as
slds = a
∫ a
0
m(y)y2
4ay
y2l
al
2y
a
dy =
∫ a
0
y2l+2m(y)
2al+1 dy (Αʹ.1.3)
Εpiίσης, το χωρίο ολοκλήρωσης για το διpiλό ολοκλήρωμα στο δεξί μέλος της (Αʹ.1.2)
γίνεται:
D = {(t, s) : 0 < t < √as και 0 < s < a} = {(t, s) : 0 < t < a και t2/a < s < a}
΄Ετσι, εάν αλλάξουμε τη σειρά ολοκλήρωσης έχουμε
−a
∫ a
0
s
4(as)3/2
∫ √as
0
tm(t)dtslds= −a
∫ a
t2/a
∫ a
0
s
4(as)3/2 tm(t)s
ldtds
= −a
∫ a
0
∫ a
t2/a
s
4(as)3/2 tm(t)s
ldsdt
= −a
∫ a
0
tm(t)
4a3/2
∫ a
t2/a
sl−1/2dsdt
= −a
∫ a
0
tm(t)
4a3/2
(
al+1/2
l + 1/2 −
t2(l+1/2)
al+1/2(l + 1/2)
)
dt
= −a
l
2(2l + 1)
∫ a
0
tm(t)dt+ 12(2l + 1)al+1
∫ a
0
t2l+2m(t)dt
(Αʹ.1.4)
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Μία αλλαγή της σειράς ολοκλήρωσης για τον δεύτερο όρο της εξίσωσης (Αʹ.1.1) συνε-
piάγεται:
−l
∫ a
0
1
2
√
as
∫ √as
0
tm(t)dtslds = −l
∫ a
0
tm(t)
2
√
a
∫ a
t2/a
sl−1/2dsdt
= −l
∫ a
0
tm(t)
2
√
a
(
al+1/2
l + 1/2 −
t2(l+1/2)
al+1/2(l + 1/2)
)
dt
= −la
l
2l + 1
∫ a
0
tm(t)dt+ l(2l + 1)al+1
∫ a
0
t2l+2m(t)dt
(Αʹ.1.5)
΄Αρα, αφού αντικαταστήσουμε τις (Αʹ.1.3)-(Αʹ.1.5) στην (Αʹ.1.1) καταλήγουμε ότι
c2l+2 =
pial−1
(2l+1Γ(l + 3/2))2
[
1
2al+1
∫ a
0
t2l+2m(t)dt− a
l
2(2l + 1)
∫ a
0
tm(t)dt
+ 12(2l + 1)al+1
∫ a
0
t2l+2m(t)dt− la
l
2l + 1
∫ a
0
tm(t)dt+ l(2l + 1)al+1
∫ a
0
t2l+2m(t)dt
+a
l
2
∫ a
0
tm(t)dt
]
= pia
l−1
(2l+1Γ(l + 3/2))2
[(
1
2al+1 +
1
2(2l + 1)al+1 +
l
(2l + 1)al+1
)∫ a
0
t2l+2m(t)dt
+
(
− a
l
2(2l + 1) −
lal
2l + 1 +
al
2
)∫ a
0
tm(t)dt
]
= pia
l−1
(2l+1Γ(l + 3/2))2
[ 1
al+1
∫ a
0
t2l+2m(t)dt
]
= pi
a2 (2l+1Γ(l + 3/2))2
∫ a
0
t2l+2m(t)dt
και η αναpiαράσταση (2.3.58) αpiοδείχθηκε.
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Αʹ.2 Το ασυνεχές piρόβλημα Goursat
Αpiό την αναpiαράσταση (2.3.53), έχουμε:
G(r, s, k) = − k
2
2
√
rs
∫ √rs
0
t(n(t)− 1)dt
− k
2
√
rs
∫ √r/s
1
∫ √rs
0
t2τ
[
n(tτ)− 1
τ 4
]
G
(
tτ,
t
τ
, k
)
dtdτ (Αʹ.2.6)
όpiου το G είναι η μοναδική λύση του piροβλήματος Goursat (2.3.50)-(2.3.52), για 0 <
s ≤ r < 1.
Τώρα υpiοθέτουμε ότι ο δείκτης διάθλασης n(r) είναι ασυνεχής στο d ∈ (0, 1), και
ικανοpiοιεί τις συνθήκες άλματος (3.1.2)-(3.1.4). Εξετάζουμε κατά piόσο η ασυνέχεια
του δείκτη διάθλασης εpiηρεάζει το piρόβλημα Goursat.
Εάν piαραγωγίσουμε την (Αʹ.2.6) ως piρος r, piαίρνουμε:
Gr(r, s) = −k
2√s
4
√
r
(
n(
√
rs)− 1
)
+ k
2
4
√
sr3/2
∫ √rs
0
t (n(t)− 1) dt
−k
2s
2
∫ √r/s
1
τ
[
n(τ
√
rs)− 1
τ 4
]
G
(
τ
√
rs,
√
rs
τ
)
dτ
− k
2
2
√
rs3/2
∫ √rs
0
t2
[
n
(√
r
s
t
)
− s
2
r2
]
G
(√
r
s
t,
√
s
r
t
)
dt
+ k
2
2
√
sr3/2
∫ √r/s
1
∫ √rs
0
τt2
[
n(tτ)− 1
τ 4
]
G
(
tτ,
t
τ
)
dtdτ. (Αʹ.2.7)
΄Αρα, εφόσον το n(r) είναι ασυνεχές για r = d, χρησιμοpiοιώντας τις σχέσεις (3.1.2) και
(Αʹ.2.7) καταλήγουμε ότι:
Gr(r, s)|√rs=d+ = Gr(r, s)|√rs=d− −
k2
√
s
4
√
r
(a− 1)n(d−)
και έτσι το Gr(r, s) είναι ασυνεχές για
√
rs = d.
Με αντίστοιχα εpiιχειρήματα, piαραγωγίζουμε την (Αʹ.2.6) ως piρος s και έχουμε:
Gs(r, s) = −k
2√r
4
√
s
(
n(
√
rs)− 1
)
+ k
2
4
√
rs3/2
∫ √rs
0
t (n(t)− 1) dt
−k
2r
2
∫ √r/s
1
τ
[
n(τ
√
rs)− 1
τ 4
]
G
(
τ
√
rs,
√
rs
τ
)
dτ
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+k
2√r
2s5/2
∫ √rs
0
t2
[
n
(√
r
s
t
)
− s
2
r2
]
G
(√
r
s
t,
√
s
r
t
)
dt
+ k
2
2
√
rs3/2
∫ √r/s
1
∫ √rs
0
τt2
[
n(tτ)− 1
τ 4
]
G
(
tτ,
t
τ
)
dtdτ. (Αʹ.2.8)
Χρησιμοpiοιώντας και piάλι τη σχέση άλματος (3.1.2), piροκύpiτει η ακόλουθη έκφραση
για την ασυνέχεια του Gs(r, s), όταν
√
rs = d:
Gs(r, s)|√rs=d+ = Gs(r, s)|√rs=d− −
k2
√
r
4
√
s
(a− 1)n(d−).
Για τις δεύτερης τάξης μερικές piαραγώγους, piαραγωγίζουμε την (Αʹ.2.6) δύο φορές ως
piρος r και υpiολογίζουμε:
Grr(r, s) =
k2
√
s
4r3/2
(
n(
√
rs)− 1
)
− k
2
2 G(r, s)
(
n(r)− s
2
r2
)
− k
2s
8r n
′(
√
rs)
− 3k
2
8
√
sr5/2
∫ √rs
0
t(n(t)− 1)dt
+k
2s
2r
∫ √r/s
1
τ
[
n(τ
√
rs)− 1
τ 4
]
G
(
τ
√
rs,
√
rs
τ
)
dτ
+ 3k
2
4(rs)3/2
∫ √rs
0
t2
[
n
(√
r
s
t
)
− s
2
r2
]
G
(√
r
s
t,
√
s
r
t
)
dt
− 3k
2
4
√
sr5/2
∫ √r/s
1
∫ √rs
0
τt2
[
n(tτ)− 1
τ 4
]
G
(
tτ,
t
τ
)
dtdτ
−k
2s
4r
∫ √ r
s
1
1
τ 4
{√
rs
(
τ 4n(τ
√
rs)−1
) [
τ 2Gr
(
τ
√
rs,
√
rs
τ
)
+Gs
(
τ
√
rs,
√
rs
τ
)]
+τG
(
τ
√
rs,
√
rs
τ
) [
τ 4
(
τ
√
rsn′(τ
√
rs) + n(τ
√
rs)
)
− 1
]}
dτ
− k
2
4r4s2
∫ √rs
0
t2
{
t
(
s2−r2n
(√
r
s
t
))[
sGs
(√
r
s
t,
√
s
r
t
)
− rGr
(√
r
s
t,
√
s
r
t
)]
+G
(√
r
s
t,
√
s
r
t
)(
r3tn′
(√
r
s
t
)
+ r2
√
rsn
(√
r
s
t
)
+ 3s3
√
r
s
)}
dt (Αʹ.2.9)
Εφόσον τόσο το n όσο και το n′ εμφανίζονται στην piαραpiάνω εξίσωση, piρέpiει να χρη-
σιμοpiοιήσουμε και τις δύο σχέσεις άλματος (3.1.2) και (3.1.3). ΄Εχουμε την ακόλουθη
σχέση ασυνέχειας του Grr, κατά μήκος της καμpiύλης
√
rs = d:
Grr(r, s)|√rs=d+ = Grr(r, s)|√rs=d−−
k2s
8r (a
−1−1)n′(d−)+k
2
4 n(d
−)
(√
s
r3/2
(a− 1)− s2rb
)
και
Grr(r, s)|r=d+ = Grr(r, s)|r=d− − k
2
2 (a− 1)n(d
−)G(d−, s)
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για r = d.
Με ανάλογο τρόpiο, piαραγωγίζουμε την (Αʹ.2.6) δύο φορές ως piρος s και καταλήγουμε
στην εξίσωση:
Gss(r, s) =
k2
√
r
4s3/2
(
n(
√
rs)− 1
)
+ k
2r2
2s2 G(r, s)
(
n(r)− s
2
r2
)
− k
2r
8s n
′(
√
rs)
− 3k
2
8
√
rs5/2
∫ √rs
0
t(n(t)− 1)dt
+k
2r
2s
∫ √r/s
1
τ
[
n(τ
√
rs)− 1
τ 4
]
G
(
τ
√
rs,
√
rs
τ
)
dτ
−5k
2√r
4s7/2
∫ √rs
0
t2
[
n
(√
r
s
t
)
− s
2
r2
]
G
(√
r
s
t,
√
s
r
t
)
dt
− 3k
2
4
√
rs5/2
∫ √r/s
1
∫ √rs
0
τt2
[
n(tτ)− 1
τ 4
]
G
(
tτ,
t
τ
)
dtdτ
−k
2r
4s
∫ √ r
s
1
1
τ 4
{√
rs
(
τ 4n(τ
√
rs)−1
) [
τ 2Gr
(
τ
√
rs,
√
rs
τ
)
+Gs
(
τ
√
rs,
√
rs
τ
)]
+τG
(
τ
√
rs,
√
rs
τ
) [
τ 4
(
τ
√
rsn′(τ
√
rs) + n(τ
√
rs)
)
− 1
]}
dτ
− k
2
4s4r2
∫ √rs
0
t2
{
t
(
s2−r2n
(√
r
s
t
))[
sGs
(√
r
s
t,
√
s
r
t
)
− rGr
(√
r
s
t,
√
s
r
t
)]
+G
(√
r
s
t,
√
s
r
t
)(
r3tn′
(√
r
s
t
)
+ r2
√
rsn
(√
r
s
t
)
+ 3s3
√
r
s
)}
dt (Αʹ.2.10)
Τέλος, εφαρμόζοντας τις σχέσεις άλματος στην (Αʹ.2.10) καταλήγουμε ότι:
Gss(r, s)|√rs=d+ = Gss(r, s)|√rs=d−−
k2r
8s (a
−1−1)n′(d−)+k
2
4 n(d
−)
(√
r
s3/2
(a− 1)− r2sb
)
όταν
√
rs = d και
Gss(r, s)|r=d+ = Gss(r, s)|r=d− + k
2d2
2s2 (a− 1)n(d
−)G(d−, s)
όταν r = d.
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Αʹ.3 Ο δείκτης διάθλασης με piεpiερασμένες ασυνέχειες
Μελετάμε το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας για έναν σφαιρικά συμμετρικό και κατά
τμήματα C2 δείκτη διάθλασης ο οpiοίος έχει έναν piεpiερασμένο αριθμό ασυνεχειών και
διευρύνουμε τα αpiοτελέσματα των piαραγράφων 3.1 και 3.2.2. Υpiοθέτουμε ότι ο δείκτης
διάθλασης είναι ασυνεχής στα σημεία {di}mi=1, m ∈ N και ικανοpiοιεί:
n(r) > 0, Im(n(r)) = 0, n(r) = 1 για r ≥ 1, και n′(1) = 0. (Αʹ.3.11)
Εpiίσης, το n(r) είναι C2 σε κάθε [0, d1), (d1, d2), . . . , (dm,∞) και τα piλευρικά όρια
d1 d2 dm0 1
Σχήμα Αʹ.1: Η διατομή του σφαιρικού μέσου με m−ασυνέχειες
στα di είναι piεpiερασμένα. Εισάγουμε τις ακόλουθες συνθήκες ασυνέχειας:
n(d+i ) = ain(d−i ) (Αʹ.3.12)
n′(d+i ) = a−1i n′(d−i ) + bin(d−i ) (Αʹ.3.13)
όpiου
ai > 0, |ai − 1|+ |bi| > 0 για i = 1, . . . ,m (Αʹ.3.14)
Το εσωτερικό piρόβλημα διαpiερατότητας είναι ισοδύναμο με το piρόβλημα συνοριακών
τιμών (3.1.5)-(3.1.7), για τον κατά τμήματα C2 δείκτη διάθλασης. Χρησιμοpiοιούμε τον
μετασχηματισμό Liouville (2.2.17) και ορίζουμε τους αντίστοιχους σχετικούς χρόνους
μετακίνησης:
d˜i :=
∫ di
0
√
n(t)dt, i = 1, . . . ,m (Αʹ.3.15)
Η διαφορική εξίσωση μετασχηματίζεται στην ακόλουθη μορφή:
d2z(ξ)
dξ2 +
(
k2 − l(l + 1)
ξ2
− g(ξ)
)
z(ξ) = 0 (Αʹ.3.16)
όpiου το g(ξ) ορίζεται για ξ ∈ R+ \ {d˜1, . . . , d˜m}. Εφόσον το n(r) > 0 για r ≥ 0, ο
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μετασχηματισμός Liouville είναι αντιστρέψιμος και το g είναι καλά ορισμένο σε κάθε
διάστημα (0, d˜1), . . . , (d˜m,∞) και είναι μία κατά τμήματα συνεχής συνάρτηση για r > 0.
΄Ετσι, ο μετασχηματισμός Liouville μpiορεί να χρησιμοpiοιηθεί μόνο τοpiικά, σε κάθε
διάστημα (0, d1), . . . , (dm,∞).
Το ακόλουθο λήμμα μας εξασφαλίζει ότι το z είναι ασυνεχές για ξ = d˜i ακόμα και αν το
yl είναι συνεχές για r = di, για κάθε i = 1, . . . ,m.
Λήμμα Αʹ.3.1. Η λύση z(ξ) του μετασχηματισμένου piροβλήματος (Αʹ.3.16), είναι
ασυνεχής για ξ = d˜i και ικανοpiοιεί τις συνθήκες άλματος:
z(d˜+i ) = a˜iz(d˜−i ) (Αʹ.3.17)
dz(d˜+i )
dξ = a˜
−1
i
dz(d˜−i )
dξ + b˜iz(d˜
−
i ) (Αʹ.3.18)
όpiου:
a˜i := a1/4i (Αʹ.3.19)
b˜i :=
1
4
[
n′(d+i )
n(d+i )3/2
a˜i − n
′(d−i )
n(d−i )5/4n(d+i )1/4
]
(Αʹ.3.20)
για i = 1, . . . ,m.
Στόχος μας είναι να εκτιμήσουμε τα ασυμpiτωτικά αναpiτύγματα των ιδιοσυναρτήσεων
και των οριζουσών για μεγάλες τιμές του k. Ακολουθούμε τις ιδέες της αpiλής piερίpiτω-
σης όpiου ο δείκτης έχει μία ασυνέχεια, αλλά η γενική piερίpiτωση είναι piιο piερίpiλοκη.
Ορίζουμε τις ακόλουθες piοσότητες:
A(k, d˜i) =
pi
2kd˜i(a˜i − a˜
−1
i )Jλ(kd˜i)Jλ+1(kd˜i) (Αʹ.3.21)
B(k, d˜i) =
pi
2kd˜i
(
a˜−1i Yλ(kd˜i)Jλ+1(kd˜i)− a˜iJλ(kd˜i)Yλ+1(kd˜i)
)
(Αʹ.3.22)
C(k, d˜i) =
pi
2kd˜i(a˜
−1
i − a˜i)Yλ(kd˜i)Yλ+1(kd˜i) (Αʹ.3.23)
D(k, d˜i) =
pi
2kd˜i
(
a˜iYλ(kd˜i)Jλ+1(kd˜i)− a˜−1i Jλ(kd˜i)Yλ+1(kd˜i)
)
(Αʹ.3.24)
Εpiιpiλέον, για m ≥ 2 ορίζουμε τα Pm(k, d˜i) και Qm(k, d˜i) ως
Pm := Pm−1D(k, d˜m) +Qm−1A(k, d˜m)
Qm := Pm−1C(k, d˜m) +Qm−1B(k, d˜m) (Αʹ.3.25)
όpiου
P1 := A(k, d˜1) και Q1 := B(k, d˜1).
΄Ετσι, γράφουμε τον ασυμpiτωτικό τύpiο (3.2.45)
z(ξ) =
√
piξ
2kJλ(kξ)
(
pi
2 d˜1k[a˜
−1
1 Yλ(kd˜1)Jλ+1(kd˜1)− a˜1Jλ(kd˜1)Yλ+1(kd˜1)]
)
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+
√
piξ
2kYλ(kξ)
(
pi
2 d˜1k(a˜1 − a˜
−1
1 )Jλ(kd˜1)Jλ+1(kd˜1)
)
+O
(
ln k
k2
)
ως εξής:
z(ξ) =
√
piξ
2kYλ(kξ)P1 +
√
piξ
2kJλ(kξ)Q1 +O
(
ln k
k2
)
Πρόταση Αʹ.3.2. Η λύση του (Αʹ.3.16), για μεγάλες τιμές του k και ξ > d˜m,
ικανοpiοιεί την εκτίμηση
z(ξ) =
√
piξ
2kYλ(kξ)Pm +
√
piξ
2kJλ(kξ)Qm +O
(
ln k
k2
)
(Αʹ.3.26)
Αpiόδειξη. Για m = 1 το αpiοτέλεσμα είναι piροφανές. υpiοθέτουμε ότι η (Αʹ.3.26) ισχύει
για m και θα δείξουμε ότι ικανοpiοιείται και για m+ 1 με εpiαγωγή. Πράγματι, έστω
z(ξ) =
√
piξ
2kYλ(kξ)Pm +
√
piξ
2kJλ(kξ)Qm +O
(
ln k
k2
)
. (Αʹ.3.27)
Βασιζόμενοι σε αντίστοιχα εpiιχειρήματα με την piρόταση 3.2.9, για ξ > d˜m+1
z(ξ) = −z(d˜+m+1)Gt(ξ, d˜m+1) +
dz(d˜+m+1)
dξ G(ξ, d˜m+1) +
∫ ξ
d˜m+1
g(t)G(ξ, t)z(t)dt.
Χρησιμοpiοιώντας την αναpiαράσταση (Αʹ.3.27) για το m και τις συνθήκες (Αʹ.3.17)-
(Αʹ.3.18), έpiειτα αpiό ορισμένες piράξεις καταλήγουμε ότι
z(ξ) =
√
piξ
2kYλ(kξ)Qm
pi
2kd˜m+1(a˜m+1 − a˜
−1
m+1)Jλ(kd˜m+1)Jλ(kd˜m+1)
+
√
piξ
2kYλ(kξ)Pm
pi
2kd˜m+1
(
a˜m+1Yλ(kd˜m+1)Jλ+1(kd˜m+1)− a˜−1m+1Jλ(kd˜m+1)Yλ+1(kd˜m+1)
)
+
√
piξ
2kJλ(kξ)Qm
pi
2kd˜m+1
(
a˜−1m+1Yλ(kd˜m+1)Jλ+1(kd˜m+1)− a˜m+1Jλ(kd˜m+1)Yλ+1(kd˜m+1)
)
+
√
piξ
2kJλ(kξ)Pm
pi
2kd˜m+1(a˜
−1
m+1 − a˜m+1)Yλ(kd˜m+1)Yλ+1(kd˜m+1) +O
(
ln k
k2
)
, ξ > d˜m+1
το οpiοίο μpiορεί να γραφτεί ως:
z(ξ) =
√
piξ
2kYλ(kξ)
(
PmD(k, d˜m+1) +QmA(k, d˜m+1)
)
+
√
piξ
2kJλ(kξ)
(
PmC(k, d˜m+1) +QmB(k, d˜m+1)
)
+O
(
ln k
k2
)
.
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΄Αρα, για ξ > d˜m+1
z(ξ) =
√
piξ
2kYλ(kξ)Pm+1 +
√
piξ
2kJλ(kξ)Qm+1 +O
(
ln k
k2
)
και το αpiοτέλεσμα έpiεται.
Εpiίσης, χρησιμοpiοιώντας τα ασυμpiτωτικά αναpiτύγματα των συναρτήσεων Bessel και
Neumann για μεγάλες τιμές του k έχουμε ότι:
A(k, d˜i) = C(k, d˜i) =
a˜−1i − a˜i
2 sin (2kd˜i − lpi) +O
(1
k
)
B(k, d˜i) = a˜−1i cos2
(
kd˜i − lpi2
)
+ a˜i sin2
(
kd˜i − lpi2
)
+O
(1
k
)
D(k, d˜i) = a˜i cos2
(
kd˜i − lpi2
)
+ a˜−1i sin2
(
kd˜i − lpi2
)
+O
(1
k
)
Χρησιμοpiοιώντας αυτά τα αναpiτύγματα, τον γενικό ασυμpiτωτικό τύpiο του z και τον
μετασχηματισμό Liouville μpiορούμε να εκφράσουμε τα yl σε μία κλειστή ασυμpiτωτική
μορφή. Ορίζουμε αρχικά τα ακόλουθα σύνολα:
I = {1, . . . ,m} και Is = {J ⊂ I : #J = s} (Αʹ.3.28)
όpiου το Is είναι το σύνολο όλων των υpiοσυνόλων του I με piληθάριθμο s. Εpiίσης, για
κάθε J ∈ Is ορίζουμε το διατεταγμένο σύνολο
J˜ = 〈ij〉1≤j≤s, ij < ij+1 για κάθε ij ∈ J. (Αʹ.3.29)
Τελικά, για μεγάλο k και r > dm:
yl(r) =
1
kn(r)1/4n(0)l/2+1/42m∏mi=1 a˜i
 m∑
s=0
∑
J∈Is
∏
i∈J
(a˜2i − 1)
∏
i∈I\J
(a˜2i + 1)
sin
∑
ij∈J˜
(−1)j+12kd˜ij −
lpi
2 + (−1)
skξ


+O( ln k
k2
)
(Αʹ.3.30)
όpiου, για J = {∅} piαίρνουμε ∏i∈J(a˜2i − 1) = 1 και ∑ij∈J˜(−1)j+12kd˜ij = 0 και για
I \ J = {∅} θεωρούμε ∏i∈I\J(a˜2i + 1) = 1.
Προκειμένου να ξεκαθαρίσουμε το piαραpiάνω piερίpiλοκο ανάpiτυγμα, ας θεωρήσουμε
piρώτα ότι s = 0. Τότε Is, J = {∅} και I = I \ J = {1, . . . ,m}. ΄Ετσι ο αντίστοι-
χος όρος στο άθροισμα είναι:
(a˜21 + 1) · · · (a˜2m + 1) sin
(
kξ − lpi2
)
.
αʹ.3. Ο δείκτης διάθλασης με piεpiερασμένες ασυνέχειες 107
Για s = 1, Is = {{1}, . . . , {m}} και J = {1}, . . . , {m}. Τώρα, οι αντίστοιχοι όροι στο
άθροισμα είναι:
(a˜21 − 1)(a˜22 + 1) · · · (a˜2m + 1) sin
(
2kd˜1 − lpi2 − kξ
)
,
...
(a˜21 + 1) · · · (a˜2m−1 + 1)(a˜2m − 1) sin
(
2kd˜m − lpi2 − kξ
)
.
΄Οταν το s ≥ 2, το J αpiοτελείται αpiό σύνολα piλήθους s, και για τα αντίστοιχα αθροίσματα
στις συναρτήσεις ημιτόνου θεωρούμε τα διατεταγμένα σύνολα J˜ . Τελικά για s = m,
Is = J = {1, . . . ,m} και I \ J = {∅}. ΄Ετσι, ο αντίστοιχος όρος είναι:
(a˜21 − 1) · · · (a˜2m − 1) sin
(
2kd˜1 − 2kd˜2 + · · ·+ (−1)m+12kd˜m − lpi2 + (−1)
mkξ
)
.
Εpiιpiλέον, αντικαθιστώντας τη σχέση (Αʹ.3.30) και τα ασυμpiτωτικά αναpiτύγματα για τις
σφαιρικές συναρτήσεις Bessel στη χαρακτηριστική εξίσωση (3.1.7), piροκύpiτει η ακόλου-
θη ασυμpiτωτική μορφή:
dl(k) =
1
kn(0)l/2+1/42m∏mi=1 a˜i
 m∑
s=0
 ∑
J∈Is
s=odd
−∏
i∈J
(a˜2i − 1)
∏
i∈I\J
(a˜2i + 1)
sin
k − kA+ ∑
ij∈J˜
(−1)j+12kd˜ij − lpi

+
∑
J∈Is
s=even
∏
i∈J
(a˜2i − 1)
∏
i∈I\J
(a˜2i + 1)
sin
k − kA+ ∑
ij∈J˜
(−1)j2kd˜ij



+O( ln k
k2
)
(Αʹ.3.31)
Παράδειγμα Αʹ.3.3. Στην piερίpiτωση όpiου m= 2, το αντίστοιχο ανάpiτυγμα για τα
yl είναι:
yl(r) =
1
kn(r)1/4n(0)l/2+1/44a˜1a˜2
[
(a˜21 + 1)(a˜22 + 1) sin
(
kξ − lpi2
)
+ (a˜21 − 1)(a˜22 + 1)
sin
(
2kd˜1 − lpi2 − kξ
)
+ (a˜21 + 1)(a˜22 − 1) sin
(
2kd˜2 − lpi2 − kξ
)
+(a˜21 − 1)(a˜22 − 1) sin
(
2kd˜1 − 2kd˜2 − lpi2 + kξ
)]
+O
(
ln k
k2
)
, r > d2
και η ορίζουσα ικανοpiοιεί:
dl(k) =
1
kn(0)l/2+1/44a˜1a˜2
[
(a˜21 + 1)(a˜22 + 1) sin (k − kA)− (a˜21 − 1)(a˜22 + 1)
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sin
(
k − kA+ 2kd˜1 − lpi
)
− (a˜21 + 1)(a˜22 − 1) sin
(
k − kA+ 2kd˜2 − lpi
)
+(a˜21 − 1)(a˜22 − 1) sin
(
k − kA− 2kd˜1 + 2kd˜2
)]
+O
(
ln k
k2
)
.
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Αʹ.4 Ακέραιες συναρτήσεις
Παρουσιάζουμε ορισμένα βασικά αpiοτελέσματα αpiό τη θεωρία ακέραιων συναρτήσεων τα
οpiοίο αpiαιτούνται για τη μελέτη του αντίστροφου φασματικού piροβλήματος για τις ιδιο-
τιμές διαpiερατότητας. Παραθέτουμε αpiοτελέσματα αpiό τα [12, 70, 94] και piαραpiέμpiουμε
εκεί για piερισσότερες λεpiτομέρειες και αpiοδείξεις.
Ορισμός Αʹ.4.1. Μία συνάρτηση μίας μιγαδικής μεταβλητής z η οpiοία είναι ανα-
λυτική σε όλο το μιγαδικό εpiίpiεδο, δηλαδή μία συνάρτηση piου μpiορεί να αναpiαρασταθεί
αpiό μία δυναμοσειρά στη μορφή:
f(z) =
∞∑
n=0
cnz
n, lim
n→∞
n
√
|cn| = 0 (Αʹ.4.32)
ονομάζεται ακέραια συνάρτηση.
Χαρακτηριστικά piαραδείγματα ακέραιων συναρτήσεων είναι τα piολυώνυμα και η εκθετική
συνάρτηση. Ορίζουμε το μέγιστο μέτρο
M(r) := max
|z|=r
|f(z)|. (Αʹ.4.33)
Η σχέση μεταξύ της κατανομής των ριζών μίας ακέραιας συνάρτησης και της σχετι-
κής της αύξησης είναι το βασικότερο αντικείμενο της θεωρίας ακέραιων συναρτήσεων.
Προκειμένου να κατατάξουμε τις ακέραιες συναρτήσεις σε σχέση με την αύξησή τους,
ορίζουμε τις piαρακάτω έννοιες:
Ορισμός Αʹ.4.2. Η τάξη ρ μίας ακέραιας συνάρτησης f(z) ορίζεται ως
ρ := lim
r→∞
log logM(r)
log r . (Αʹ.4.34)
ή ισοδύναμα:
Ορισμός Αʹ.4.3. Η τάξη ρ μίας ακέραιας συνάρτησης f(z) είναι το μέγιστο κάτω
φράγμα για όλα τα ρ > 0 τέτοια ώστε
|f(z)| ≤ AeB|z|ρ , για κάθε z ∈ C
και για κάpiοιες θετικές σταθερές A, B.
Ορισμός Αʹ.4.4. Μία ακέραια συνάρτηση f(z) με piεpiερασμένη τάξη ρ θα έχει τύpiο
τ , όpiου
τ := lim
r→∞
logM(r)
rρ
. (Αʹ.4.35)
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Ορισμός Αʹ.4.5. Μία ακέραια μιγαδική συνάρτηση με τάξη ρ = 1 και piεpiερασμένο
τύpiο ονομάζεται εκθετικού τύpiου.
Διευκρινίζουμε τους piαραpiάνω ορισμούς με τα ακόλουθα piαραδείγματα:
Παράδειγμα Αʹ.4.6. Η συνάρτηση f(z) = sinAz είναι τάξης ρ = 1 και τύpiου
τ = |A|, (εκθετικού τύpiου |A|).
Πράγματι, εφόσον |f(z)| = |eiAz − e−iAz|/|2i| ≤ e|A||z|, έχουμε ότι M(r) = e|A|r. Υpiολο-
γίζοντας τα όρια (Αʹ.4.34) και (Αʹ.4.35) καταλήγουμε ότι ρ = 1 και τ = |A|.
Παράδειγμα Αʹ.4.7. Η συνάρτηση f(z) = sin
√
z/
√
z είναι τάξης ρ = 1/2 και τύpiου
τ = 1.
Αpiό την ανισότητα∣∣∣∣∣sin
√
z√
z
∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1
0
| cos√zt dt| ≤
∫ 1
0
cosh |Im(√z)|t dt ≤ e|Im(
√
z)| ≤ e|z|1/2
έχουμε ότι M(r) = er1/2 και έτσι υpiολογίζουμε ρ = 1/2 και τ = 1.
΄Ενα σημαντικό αpiοτέλεσμα για τις ακέραιες συναρτήσεις piεpiερασμένης τάξης είναι το
θεώρημα piαραγοντοpiοίησης του Hadamard. Η βασική ιδέα είναι να συσχετίσουμε την
αύξηση μίας ακέραιας συνάρτησης με τον αριθμό των ριζών piου εpiιδέχεται. Πριν διατυ-
piώσουμε το θεώρημα, ορίζουμε τους κύριους piαράγοντες του Weierstrass:
G(u, p) :=
 1− u, p = 0(1− u)exp (u+ u22 + · · ·+ upp ) , p > 0. (Αʹ.4.36)
Θεώρημα Αʹ.4.8. Μία ακέραια συνάρτηση piεpiερασμένης τάξης ρ μpiορεί να αναpiα-
ρασταθεί στη μορφή:
f(z) = zmePq(z)
∞∏
n=1
G
(
z
zn
, p
)
(Αʹ.4.37)
όpiου z1, z2, . . . είναι οι μη μηδενικές ρίζες της f(z), p ≤ ρ, Pq(z) είναι ένα piολυώνυμο
του z με βαθμό q ≤ ρ και m είναι η piολλαpiλότητα της ρίζας στο μηδέν. Η σταθερά p
είναι ο μικρότερος θετικός ακέραιος έτσι ώστε το
∑∞
n=1 |zn|−p−1 να συγκλίνει.
Παραpiέμpiουμε στο [70] για τη λεpiτομερή αpiόδειξη. Ο ακέραιος αριθμός g = max (p, q)
ονομάζεται γένος της ακέραιας συνάρτησης f . Εάν η τάξη δεν είναι ακέραιος, τότε το g
ισούται με το ακέραιο μέρος του ρ, g = [ρ]. Αλλιώς, g = ρ ή g = ρ− 1.
Παράδειγμα Αʹ.4.9. Μία ακέραια συνάρτηση συνάρτηση μηδενικής τάξης ή με τάξη
ρ < 1 έχει την ακόλουθη αναpiαράσταση:
f(z) = Czm
ω∏
n=1
(
1− z
zn
)
,
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όpiου ω ≤ ∞ και ∑ωn=1 1/|zn| <∞.
Παράδειγμα Αʹ.4.10. Μία ακέραια συνάρτηση με γένος ίσο με ένα έχει την ακόλου-
θη αναpiαράσταση:
f(z) = Czmeaz+b
ω∏
n=1
(
1− z
zn
)
ez/zn ,
για κάpiοιες σταθερές C, a, b.
Παράδειγμα Αʹ.4.11. Η ακέραια συνάρτηση sin pi
√
z/pi
√
z αναpiαρίσταται ως:
sin pi
√
z
pi
√
z
=
∞∏
n=−∞
n6=0
(
1−
√
z
n
)
e
√
z/n.
΄Οpiως δείξαμε στο piαράδειγμα Αʹ.4.7, η f(z) είναι ακέραια, τάξης ρ = 1/2 και έχει μόνο
piραγματικές ρίζες στα zn = n2, n ∈ N∗. ΄Ετσι, αpiό το θεώρημα του Hadamard
sin pi
√
z
pi
√
z
= C
∞∏
n=1
(
1− z
n2
)
.
Εφόσον f(0) = 1, καταλήγουμε ότι C = 1. Ακόμα, αν αντικαταστήσουμε z2 αντί για z
έχουμε:
sin piz
piz
=
∞∏
n=1
(
1− z
2
n2
)
(Αʹ.4.38)
και ισχυριζόμαστε ότι το γινόμενο μpiορεί να γραφτεί ως
∞∏
n=−∞
n6=0
(
1− z
n
)
ez/n.
Πράγματι, αpiό το piαραpiάνω γινόμενο έχουμε:
. . .
(
1− z−2
)
e−z/2 (1 + z) e−z (1− z) ez
(
1− z2
)
ez/2 . . .
ή ισοδύναμα
· · · (1 + z)(1− z)
(
1 + z2
)(
1− z2
)
· · · = (1− z2)
(
1− z
2
22
)
· · ·
και έτσι, καταλήγουμε στην (Αʹ.4.38).
Το τελευταίο θέμα piου θα μας αpiασχολήσει είναι το θεώρημα Paley-Wiener. Θεωρούμε
μία τετραγωνικά ολοκληρώσιμη συνάρτηση φ ∈ L2[−A,A] και ορίζουμε τη συνάρτη-
ση:
f(z) =
∫ A
−A
φ(t)eiztdt.
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Τότε, εpiαληθεύεται εύκολα ότι η f(z) είναι ακέραια συνάρτηση εκθετικού τύpiου και
ανήκει στον χώρο L2, στον άξονα των piραγματικών αριθμών. Το θεώρημα Paley-Wiener
μας λέει ότι κάθε ακέραια συνάρτηση εκθετικού τύpiου piροκύpiτει με αυτόν τον τρόpiο.
Θεώρημα Αʹ.4.12. ΄Εστω f(z) μία ακέραια συνάρτηση εκθετικού τύpiου το piολύ A
τέτοια ώστε ∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx <∞.
Τότε υpiάρχει μία φ ∈ L2[−A,A] έτσι ώστε
f(z) =
∫ A
−A
φ(t)eiztdt.
Μία λεpiτομερής αpiόδειξη μpiορεί να βρεθεί στο [94].
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